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INTRODUCTION 


En 1788 parut la première édition du traité de Mécanique Analytique 
de Lagrange. Pour célébrer le bicentenaire de cette publication, publi- 
cation qui est un grand évènement dans l'Histoire des Sciences, la Fon- 
dation Hugot du Collège de France a choisi d’organiser en septembre 
1988 un colloque mi-historique, mi-scientifique, consacré à cette Méca- 
nique Analytique même, telle qu'elle est née de la pensée de Lagrange, 
et à son héritage jusqu’à nos jours. 

Le Comité scientifique du colloque se composait d’Yvonne Choquet- 
Bruhat, Paul Germain, André Lichnerowicz de l’Académie des Scien- 
ces de Paris et du regretté Père Costabel, un de nos plus grands histo- 
riens des Sciences. Les Professeurs Benenti et Galletto de l’Académie 
des Sciences de Turin ont beaucoup contribué par leurs suggestions et 
leur participation au succès du colloque. 

Lagrange a été non seulement l’un des plus grands Mécaniciens, mais 
aussi, presque sans l’avoir voulu, l’un des plus grands Physiciens ma- 
thématiciens de tous les temps. Lagrange reste l’un de nos contempo- 
rains: c’est grâce à des ordinateurs programmés à partir des équations 
de Lagrange que l’homme a mis le pied sur la Lune. L'espace de confi- 
guration d’un système dynamique ou son espace de phase ont été les pre- 
miers exemples, Ô combien riches, de variétés différentiables, variétés 
conçues, comme le veulent nos mathématiques contemporaines, indé- 
pendamment de tout plongement global dans un espace euclidien. 

Mais il est arrivé historiquement quelque chose d’entrange aux mé- 
thodes et à la pensée même de Lagrange. Prolongée par les travaux de 
Hamilton et Jacobi, cette pensée a passionné les mathématiciens et les 
mécaniciens célestes et elle a suscité parmi eux d'innombrables recher- 
ches. Mais de 1788 à 1865 environ, elle a été respectueusement saluée, 
mais pratiquement ignorée par les mécaniciens terrestres et les physiciens. 
Il devait revenir d’une part à Thomson et Tait dans un célèbre traité, 
d’autre part à Maxwell d’assurer la gloire de Lagrange à travers tout 
le champ de la Physique mathématique. Thomson et Taïtont réussi à 
faire sortir les «mystérieuses équations désincarnées» de la Mécanique 
Analytique du champ proprement mathématique en donnant, comme 
le dit Maxwell, «leur vrai nom dans notre langue familière» aux célè- 
bres {q'} et {p;}: position généralisée, impulsion généralisée etc, noti- 
nos contraires à une saine analyse dimensionnelle. Cela a suffi pour que 


les mécaniciens terrestres commencent à sortir du domaine des «théorè- 
mes généraux de la Mécanique» et à mettre à leur service les méthodes 
lagrangiennes. Mécaniciens et physiciens reconnaissent enfin ce qu'est 
vraiment, en un sens général, une énergie. C’est d’autre part Maxwell 
lui-même qui, le premier, introduit en Physique l’usage du «Lagrangien» 
à propos du champ électromagnétique. 

Les conférenciers du Colloque ont, chacun dans leur domaine, histo- 
rique ou Scientifique, rendu manifeste l’importance de leur propre tra- 
vail, développé dans le rayonnement de la lumière de Lagrange. Dans 
le domaine historique, on trouvera ici de nouvelles analyses des manu- 
scrits de Lagrange, des réflexions synthétiques profondes et originales 
sur les méthodes de Lagrange dans le champ de la Mécanique Analyti- 
que, des analyses aussi sur son environnement scientifique et sur la dif- 
fusion de sa pensée. 

Dans le domaine scientifique, nos conférenciers ont su montrer com- 
bien sont présents à la Science conteporaine certains problèmes hérités 
de Lagrange. À ces problèmes, ils ont apporté leurs propres contribu- 
tions toujours intéressantes et originales. Au cours du Colloque, les in- 
teractions entre «historiens» et «scientifiques» ont été constantes. C’est 
pourquoi le texte de ces conférences doit fournir à nos contemporains 
des sources nouvelles pour de nouvelles recherches. Dans son double do- 
maine, ce petit volume constituera certainement un instrument de tra- 
vail indispensable. 


André Lichnerowicz 


Lagrange et l’Académie Royale des Sciences (1763-1793) 


René TATON 


L'analyse que nous abordons des relations de l’un des principaux ma- 
thématiciens de la seconde moitié du XVIII* siècle, Joseph-Louis La- 
grange (1736-1813), avec l'institution scientifique la plus célèbre de 
l’époque, l’Académie royale des sciences de Paris, semble relever essen- 
tiellement de l’histoire institutionnelle. Mais, loin de se limiter à ce seul 
aspect, cette étude doit permettre de préciser divers aspects de la carriè- 
re, de l’oeuvre et de la personnalité de Lagrange et de rappeler l’impor- 
tance des relations scientifiques qu’il entretint avec plusieurs savants 
français. Elle doit également, en rapport direct avec le thème central de 
ce colloque, situer le moment où Lagrange insista pour la première fois 
sur l’importance du principe des travaux virtuels qui tient une place cen- 
trale dans son Traité de Méchanique analitique. 

Les limites chronologiques indiquées correspondent, d’une part, à l’en- 
voi par Lagrange, en août 1763, de son premier mémoire destiné à l’A- 
cadémie de Paris et, d’autre part, à la suppression, le 8 août 1793, de 
cette académie, en même temps que «toutes les académies et sociétés lit- 
téraires patentées ou dotées par la nation'». Le plan suivi sera chrono- 
logique et évoquera successivement les principaux aspects de la question 
évoquée: établissement progressif de relations entre Lagrange et certains 
académiciens français, brillants succès à cinq concours de prix organi- 
sés par l’Académie de Paris entre 1764 et 1780, élection comme associé 
étranger en 1772, arrivée en France en 1787 et participation à différents 
travaux scientifiques et techniques entrepris dans le cadre de l’Acadé- 
mie jusqu’en août 1793, la carrière ultérieure de Lagrange n’étant pas 
évoquée dans cet exposé. 

Né à Turin le 25 janvier 1736, Lagrange ne s’orienta vers l’étude des 
mathématiques et des sciences physiques qu’à la fin de 1752. Dès lors, 
tout en suivant divers enseignements à l’Université de sa ville natale, il 
se consacra tout particulièrement à l’étude du calcul infinitésimal et de 
ses applications à la géométrie, à la mécanique, à la mécanique céleste 
et aux branches les plus avancées de la physique. Assimilant rapidement 


1 Décret de la Convention du 8 août 1793 (Archives parlementaires, 1ère série, t. 70, séance 
du 8 août 1793, p. 519-524). 


le contenu et les idées directrices des principaux ouvrages, classiques ou 
récents, des Principia de Newton aux traités de l’Hospital, Jean Bernoulli, 
Wolf, Maclaurin, d’Alembert, Bougainville, et surtout à ceux d’Euler 
qu’il appréciait tout particulièrement, il entreprit bientôt des recherches 
personnelles, cherchant, indiqua-t-il plus tard, «à approfondir certains 
sujets, pour avoir occasion d’inventer». A la fin de juin 1754, pensant 
avoir obtenu un premier résultat original, il n’hésita pas à le communi- 
quer par lettres à Euler, alors au faîte de sa renommée, et à Fagnano, 
doyen des mathématiciens italiens, avant de le publier peu après. Bien 
qu’ayant appris quelques jours plus tard que ce résultat qu’il pensait avoir 
découvert, se trouvait dejà dans une lettre de Leibniz à Jean Bernoulli 
de 1695, récemment publiée, il poursuivit ses recherches en les orientant 
vers l’application de l’analyse à la mécanique, à partir d’une étude ap- 
profondie du traité d’Euler Methodus inveniendi de 1744. Ainsi, à 18 
ans, abordait-il une carrière qui devait se révéler extrêmement brillante’. 

La remarquable activité créatrice que Lagrange manifesta dès ce mo- 
ment se poursuivit en effet, presque sans interruption, pendant plus d’un 
demi-siècle, à Turin tout d’abord où il vécut, jusqu’en août 1766, puis 
à Berlin où, succédant à Euler, il dirigea la classe de mathématique de 
l’Académie de Frédéric II de novembre 1766 à mars 1787, et enfin à Pa- 
ris Où, arrivé en juin 1787 à l’invitation de Louis XVI, il demeura jus- 
qu’à sa mort en avril 1813. Une telle carrière, itinérante et cosmopolite, 
n’était pas alors exceptionnelle, certains monarques, tels que Pierre Le 
Grand et Frédéric II, s’efforçant d’animer la vie scientifique de leurs pays 
et de rehausser le prestige de leurs académies en y attirant des savants 
de renom. Tout au long du XVIII° siècle, la vie scientifique européen- 


2 II n'existe actuellement aucune biographie scientifique pleinement satisfaisante de Lagran- 
ge. Cependant certaines études biographiques peuvent encore être très utiles, spécialement: J.-B. 
Delambre, «Notice sur la vie et les ouvrages de M.le Comte J.L. Lagrange», Mémoires de la classe 
des sciences mathématiques, 1812, Paris, 1816, Ile partie, p. 28-80 (rééd. in O.L., I, p. IX-LI); 
F. Maurice, «Lagrange», in Michaud, Biographie universelle, t. 23, Paris, 1819, p. 157-175; G. 
Loria, «G. Lagrange nella vita e nelle opere» #innali di matematica, s. 3, t. 20, Milano, 1913, 
p. IX-LIT; G. Sarton, «Lagrange’s personality (1736-1813)», Proceedings of the American Philo- 
sophical Society, v. 88, 1944, p. 456-496: F. Bur#o, Lagrange, Torino, 1942; J. Itard, «Lagrange, 
Joseph Louis», in Dictionary of scientific Biography, v. 7, New York, 1973, p. 559-573. 

Les oeuvres de Lagrange et la partie alors connue de sa correspondance ont été publiées par 
A. Serret et G. Darboux: Oeuvres de Lagrange, 14 vol., Paris, 1867-1892; le vol. 13, consacré 
à la correspondance échangée entre Lagrange et d’Alembert, et le vol. 14, contenant les autres piè- 
ces de la correspondance de Lagrange, étant édités par L. Lalanne. Une liste chronologique des 
publications de Lagrange est dressée dans l’article de R. Taton, «Inventaire chronologique de l’oeuvre 
de Lagrange», Rev. Hist. Sci., t. 27, 1974, p. 33-36. Les ouvrages et mémoires de Lagrange cités 
seront signalés par leurs numéros dans cet inventaire (L.x) et par l’indication du tome et des pages 
où ils sont reproduits dans les Oeuvres (O.L., P. Xx-yy). 


ne fut ainsi profondément influencée par le rôle croissant des premières 
grandes académies, la Royal Society et l’Académie royale des sciences, 
bientôt suivies par d’autres académies nationales fondées au cours de 
cette période: Berlin, Pétersbourg, Stockholm, etc. et enfin Turin. C’est 
dans ce cadre que se situent les carrières des principaux savants de l’é- 
poque et leurs relations avec les diverses académies susceptibles de les 
accueillir ou de promouvoir leurs oeuvres. 

Dans l’exemple qui nous intéresse, celui de Lagrange, pour mieux com- 
prendre l’évolution des relations entre ce brillant représentant de la ma- 
thématique de la seconde moitié du XVIII siècle et la principale 
institution scientifique de la France d’Ancien Régime il importe de l’en- 
visager successivement dans le cadre des trois grandes étapes de sa car- 
rière: à Turin, puis à Berlin et enfin à Paris. 


1. La période turinoise (1754-1766) 


Les douze années qui séparent juillet 1754, date de sa première publi- 
cation déjà mentionnée, du départ de Lagrange pour Berlin en août 1766, 
constituent la période la plus féconde de sa carrière, période au cours 
de laquelle la plupart des grandes orientations de son oeuvre se sont trou- 
vées fixées, esquissées ou pressenties’. Si jusqu’en 1757 l’organisation 
et l’avancement de ses premières recherches ne peuvent être que partiel- 
lement reconstituées à partir des pièces conservées de la correspondance 
qu’il échangea alors avec L. Euler, C.G. Fagnano, P.Frisi.et 
Maupertuis*, la plupart de ses travaux des années suivantes ont été pu- 
bliés dans les trois premiers volumes des Miscellanea Taurinensia, re- 
cueil édité par la Société scientifique de Turin qu’il avait contribué à créer 


3 Sur la période turinoise de la carrière de Lagrange, on pourra consulter, en plus du livre de 
F. Burzio cité dans la note précédente, les études suivantes: R. Taton, «Les débuts de la carrière 
mathématique de Lagrange. La période turinoise (1736-1766)», Symposia mathematica, v. 27, Bo- 
logna, 1986, p. 123-146; M.T. Borgato et L. Pepe, «Lagrange a Torino (1750-1750) e le sue lezioni 
inedite nelle R. Scuole di Artiglieri», Boll. di storia delle sc. matem., v. 7 (1987), fasc. 2, p. 3-200; 
R. Taton, «Sur quelques pièces de la correspondance de Lagrange pour les années 1756-1758», 
Id., vol. 8 (1988), p. 3-19. 

4 Les références aux éditions de ces correspondances sont données dans la dernière étude citée 
note 3, avec correction de la date de l’une des premières lettres de Lagrange à Frisi. Il est à noter 
que la récente édition de la correspondance Euler-Lagrange, publiée dans le volume 5 de la série 
IV A des Opera omnia de L. Euler (Bâle, 1980, A.P. Juëkevié et R. Taton éd. (p. 34-63 et 359-518), 
avec commentaire, annotations, annexes et traduction française des lettres latines) est plus com- 
plète et plus rigoureuse que celle du volume XIV des Oeuvres (p. 133-243). Les références ultérieu- 
res à cette édition nouvelle seront données sous la forme O.IV A,5, p. xxx. 


en 1757-1758. II s’agit des mémoires L. 2 à L. 5, insérés dans le premier 
volume publié en juillet 1759, des cinq mémoires L. 6 - L. 10 du volume 
2, sorti en juin 1762, et du mémoire L. 11 du volume 3, achevé en août 
1766 au moment du départ de Lagrange pour Berlin. Ces travaux ont 
été réédités dans le volume I des Oeuvres (p. 3-668) et dans le volume 
VII (p. 591-599). Si leur analyse n’entre pas dans le cadre de cet exposé, 
il importe toutefois de rappeler qu’ils concernent aussi bien le calcul dif- 
férentiel et intégral (en particulier la théorie des équations aux dérivées 
partielles), que le calcul des variations, la géométrie infinitésimale, la 
mécanique rationnelle, la mécanique céleste et la physique mathémati- 
que, voire l’acoustique théorique et la théorie de la musique. 
Nommé le 26 septembre 1756 professeur adjoint de mathématiques 
à l’Ecole royale d’artillerie de Turin, Lagrange y enseigna le calcul dif- 
férentiel et intégral et la mécanique. Des cours qu’il rédigea à cette oc- 
casione, seul celui d’analyse a été retrouvé et vient d’être l’objet d’une 
édition critique”. Satisfait tout d’abord de cette situation, Lagrange, au 
bout de quelques années, se persuada qu’elle ne lui ouvrait que des per- 
spectives d’avenir trop limitées et que ses talents ne pourraient s’épa- 
nouir pleinement que dans un environnement plus favorable à des activités 
de recherche scientifique. Jusqu’en 1759, il espéra que Maupertuis pour- 
rait peut-être lui proposer un emploi lui permettant de travailler aux cô- 
tés d’Euler, dans l’Académie qu’il présidait et dont il avait fait nommer 
Lagrange associé externe en septembre 17566. Mais, en octobre 1759, 
annonce de la mort de Maupertuis ruina une partie de ses espoirs’. De 
plus, il apprit alors qu’un mémoire de 1756 sur sa nouvelle méthode de 
calcul des variations et ses applications au principe de moindre action, 
dont l’insertion dans les Mémoires de l’Académie de Berlin lui avait été 
promise, n’avait pas été publié, mais qu’Euler en avait développé les prin- 
cipes dans deux exposés présentés devant cette académie dès septembre 
1756%. Bien qu’Euler ait décidé de ne pas publier ces mémoires avant 


$ Cf. la publication de M.T. Borgato et L. Pepe citée ci-dessus, note 3. 

6 C’est du moins la promesse implicite que Maupertuis avait chargé Euler de transmettre à La- 
grange (cf. la lettre d’Euler à Lagrange du 24 avril 1756 et la réponse très réservée de Lagrange 
du 19 mai 1756: O.IV A,5, p. 386-394) et qu’il avait renouvelée, sous forme conditionnelle il est 
vrai, dans sa lettre à Lagrange du 5 janvier 1757 (cf. le dernier article cité dans la note 3). 

ü Lorsque Lagrange, par l’intermédiaire d’Euler, écrivit, le 4 août 1759, à Maupertuis afin d’ob- 
tenir son appui pour la publication de l’ouvrage qu’il achevait sur l'application du principe de la 
moindre action à l’ensemble de la mécanique, ce dernier était mort depuis quelques jours: il était 
décédé à Bâle le 28 juillet précédent (O.IV A,5, p. 414-416). 

$ Développant immédiatement les idées nouvelles de Lagrange, Euler avait présenté deux mé- 
moires successifs sur ces nouveaux principes du calcul des variations devant l’Académie de Berlin 
les 9 et 16 septembre 1756. Mais ce n’est qu’en 1760 qu’il adressa ces écrits à Pétersbourg où ils 
furent publiés en 1766 (E. 297 et E. 296; O.I, 25). 


que Lagrange n’ait dévoilé sa méthode, celui-ci qui accordait une im- 
portance toute particulière à ce travail, en fut choqué et profondément 
peiné”: S’il n’interrompit pas pour autant sa correspondance avec le 
grand savant qui avait été le premier à reconnaître ses mérites, il sentit 
le danger d’une dépendance trop étroite à son égard et la nécessité d’é- 
largir le champ de ses contacts. 

Par ses travaux et ses publications, par le renom de certains de ses 
membres, l’Académie royale des sciences de Paris ne pouvait laisser La- 
grange indifférent. Mais alors qu’à Berlin la protection de Frédéric II 
pouvait permettre d’obtenir à la fois une situation stable et un poste d’a- 
cadémicien pensionné, en France il en était tout autrement. D’une part, 
la compétition était très vive pour tous les emplois susceptibles d’inté- 
resser Lagrange; d’autre part, sauf dans quelques cas très exceptionnels 
et pour des personnalités de grand renom!°, les pensions d’académi- 
ciens, en nombre limité, n’étaient accordées, sur proposition de l’Aca- 
démie, qu’à des candidats ayant passé plusieurs années à des postes non 
rémunérés d’adijoints, puis d’associés. Lagrange ne pouvait donc raison- 
nablement espérer obtenir ni situation ni pension dans le cadre de l’A- 
cadémie parisienne. Par contre, il lui était possible de participer 
indirectement à ses travaux en correspondant avec certains de ses mem- 
bres. Mais sûr de son talent. Lagrange ne pouvait envisager de corres- 
pondre qu’avec des savants renommés dont il estimait le talent. C’est 
ce qu’il avait d’ailleurs fait dès 1758 en s’adressant à d’Alembert avec 
qui il échangea une correspondance de plus en plus régulière et confiante. 

Certes, les rapports épistolaires que Lagrange noua ultérieurement avec 
plusieurs autres académiciens français, mathématiciens ou physico- 
mathématiciens pour la plupart, méritent d’être analysés de façon at- 
tentive afin d’y déceler leurs influences sur l’orientation et le contenu 
de certaines recherches de Lagrange et sur les travaux de ses correspon- 
dants. Mais l’exemple des relations de Lagrange avec d’ Alembert est par- 
ticulièrement important et significatif. Bien que les premières lettres 
échangées entre les deux savants et une partie de leur correspondance 
des années 1759-1764 semblent perdues, grâce aux 172 lettres connues, 
échelonnées du 27 septembre 1759 au 27 septembre 1783 et réunies dans 
le tome XIII des Oeuvres de Lagrange, l’évolution des relations entre 
ces deux mathématiciens éminents peut être suivie de près et les interfé- 


? Ce n’est que plus tard, le 28 octobre 1762, que Lagrange le dira très nettement à Euler (O.IV 
A,5, p. 446-447). 

10 En 1787, lors de son installation à Paris qui sera évoquée plus loin, Lagrange bénéficiera 
lui-même d’un tel privilège. 


rences entre leurs réflexions et leurs travaux respectifs méritent d’être 
analysées de façon précise. 

C’est en 1758 que Lagrange, jeune professeur de 18 ans, n’ayant en- 
core publié qu’une brochure de 8 pages!!, prit l'initiative d’écrire à d’A- 
lembert, déjà très célèbre à la fois comme savant, homme de lettres, 
philosophe et polémiste, non pour le féliciter et rechercher son appui, 
mais pour lui communiquer l’explication d’un paradoxe que d’Alem- 
bert avait signalé dans son article «Gravitation» de l’ Encyclopédie". La 
réponse n’ayant pas satisfait Lagrange, celui-ci décida de rendre l’affai- 
re publique, ce qu’il fit sous forme d’une longue note insérée dans le 
premier volume des Miscellanea Taurinensia” dont il adressa un exem- 
plaire à d’ Alembert, en juillet 1759, en même temps qu’à Euler et à Da- 
niel Bernoulli *. Datée du 27 septembre 1759, la réponse de d’Alembert, 
première pièce connue de la correspondance entre les deux savants, ré- 
vèle, avec une absence apparente de rancoeur à l’égard de son jeune con- 
tradicteur, un certain équilibre entre les louanges et les critiques 
concernant les «Recherches sur la nature et la propagation du son», in- 
sérées dans ce premier volume des Mélanges turinois. Dans sa formule 
finale, que Lagrange apprécia certainement, d’Alembert fait preuve d’une 
indiscutable lucidité quant à l’avenir scientifique de son jeune rival: 


«Adieu, Monsieur, vous êtes destiné, si je ne me trompe, à jouer 
un grand rôle dans les Sciences, et j’applaudis d’avance à vos 
succès», 


Après un silence de deux ans, une discussion serrée mais cordiale s’en- 
gagea progressivement entre les deux hommes au sujet de certaines di- 
vergences de vues, mises en lumière dans leurs publications suivantes, 
les deux premiers volumes des Opuscules mathématiques de d’ Alembert 
en 1761 et les «Nouvelles recherches sur la nature et la propagation du 
son» de Lagrange, insérées en 1762 dans le volume II des Miscellanea 


M L.1: Turin, 23 juillet 1754, 8 p.; O.L., VII, p. 583-588. 

2 Encyclopédie, t. 7, Paris, 1757, p. 871-873. Cf. également, J. d’Alembert, Recherches sur 
différents points importants du système du monde, t. III, Paris, 1756, p. 198. 

1 Cf. la lettre de Lagrange à Euler du 28 septembre 1759 (O.IV A,5, p. 411-414). La note 
en question (L.5; O.L., VII, 591-594) est insérée au bas des p. 142-145 d’un mémoire du Chevalier 
Daviet de Foncenex intitulé «Réflexions sur les quantités imaginaires» (op. cit., 3e pagination, p. 
113-146). 

4 Ce volume a été adressé à Euler le 28 juillet 1759 (O.IV, A,5, p. 411-414). 

15 O.L. XIII, 3-4. Les remarques de d’Alembert portent sur le grand mémoire de Lagrange 
«Recherches sur la nature et la propagation du son» (L. 4; O.L. I, p. 39-148). 


Taurinensia'$. Quelques éléments personnels s’y mêlent également, mais 
ce n’est guère qu’à partir de juin 1764, après le séjour de Lagrange à 
Paris qui sera évoqué plus loin, que leur correspondance s’anime réelle- 
ment, chacun d’eux présentant à l’autre ses publications et ses recher- 
ches en cours et formulant approbations, conseils, réserves ou critiques 
sur les travaux de son correspondant”. Leur estime et leur sympathie 
réciproques vont en croissant, d’autant que d’Alembert apprécie la com- 
préhension que manifeste Lagrange à l’égard de ses prises de position 
philosophiques, religieuses ou politiques, voire même purement person- 
nelles. Bien que conservant une pleine liberté de jugement sur le plan 
scientifique, Lagrange apparaît bientôt comme le plus brillant disciple 
de d’Alembert, d’autant que ce dernier ne ménage pas ses efforts pour 
tenter d’améliorer sa situation!®. Il y réussira d’ailleurs pleinement, nous 
le verrons, lorsqu’en 1766 il obtient que le roi de Prusse Frédéric II ac- 
corde à Lagrange la place prestigieuse de directeur de la classe de ma- 
thématique de l’Académie de Berlin libérée par le départ d’Euler pour 
Pétersbourg/?. 

Si pendant plusieurs années d’Alembert semble avoir été le seul con- 
tact de Lagrange avec l’académie parisienne, le séjour que fit le jeune 
turinois dans la capitale française au cours de l’hiver 1763-1764 lui per- 
mit d’élargir considérablement le champ de ses relations. Accompagnant 
son ami le marquis Caraccioli, ambassadeur du royaume de Naples qui 
passait de la cour de Sardaigne à celle d’Angleterre, Lagrange arriva à 
Paris dans les derniers jours de novembre 1763. Il fit aussitôt la con- 
naissance directe de d’Alembert qui l’initia à la vie de l’académie et des 
salons. Il s’entretint également avec d’autres mathématiciens, astrono- 
mes et physiciens, dont Clairaut, Camus, Fontaine, P. Ch. Le Monnier, 


MOT'6 OL p 151-316: 

17 De fin mai 1764 à fin 1775, Lagrange et d’Alembert échangèrent en moyenne 10 à 12 let- 
tres par an, avec, pour l’année 1766, un supplément d’une dizaine de lettres entrainé par la prépa- 
ration du transfert de Lagrange à Berlin. 


18 On verra ci-dessous que lors du séjour de Lagrange à Paris, d’Alembert intervint auprès 
des autorités du royaume de Sardaigne afin de tenter d’améliorer sa situation (cf. note 23). Mais 
après son retour à Turin, Lagrange écrira qu’on lui donne de belles espérances, mais qu’il n’y croit 
pas beaucoup (O.L., XIII, p. 10). D’Alembert lui ayant alors rappelé les offres qu’il lui avait faites 
à Paris de lui obtenir un poste à Berlin (id., p. 19-20), le 13 novembre 1764, Lagrange précisera 
sa position: «Je vous remercie de tout mon coeur des offres que vous me faites: il est vrai que 
je ne suis encore attaché à ma patrie que par des espérances, et Dieu sait quand elles se réaliseront! 
Mais il me semble que Berlin ne me convient pas tandis qu’il y a M. Euler. Au reste, je me remets 
là-dessus entièrement à vous» (O.L., XIII, p. 23). 


1 Voir ci-dessous et notes 39-41. 
2 Du moins ne lui connait-on pas alors d’autre correspondant parisien. 


Le Roy, d’Arcy, Bailly, Cassini III, Bézout, Nollet et Condorcet. Par 
la qualité de son oeuvre, l’étendue de ses connaissances et la profon- 
deur de ses réflexions, Lagrange fit une forte impression auprès de 
tous?! et, tout en consolidant son amitié avec d’Alembert, il se lia avec 
plusieurs autres savants français, dont le jeune Condorcet, autre proté- 
gé de d’Alembert”. Une grave maladie l’ayant empêché de se rendre à 
Londres avec son ami Caraccioli, Lagrange, après son rétablissement, 
put avec plaisir participer pendant quelques mois à la vie scientifique 
parisienne. En janvier 1764, d’ Alembert était intervenu en sa faveur en 
informant la cour de Sardaigne de «tout le bien qu’on pense ici de lui 
et de toute l’estime que les plus grands géomètres ont pour son talent 
et pour sa personne» et en demandant qu’il reçoive «quelques marques 
d’intérêt de la part de sa patrie» qu’il devait bientôt rejoindre. Il as- 
sista auparavant à l’Assemblée publique de l’Académie du 2 mai 1764 
au cours de laquelle le célébre prix bisannuel de mécanique céleste de 
cette académie lui fut attribué. 

Deux ans plus tôt, l’Académie de Paris avait en effet choisi comme 
thème de son concours pour 1764 la théorie de la libration de la Lune, 
sujet auquel d’Alembert venait de consacrer un mémoire du tome II 
de ses Opuscules mathématiques“. Dès qu’il en eut connaissan- 


21 C’est ainsi que le 27 décembre 1763, Clairaut écrit à son ami Daniel Bernoulli: «M. de la 
Grange est ici maintenant et j’ai été charmé de le voir et de causer avec lui; c’est un jeune homme 
très singulier tant par ses talens que par sa modestie. Son caractère est doux et mélancolique. Il 
ne connoit d’autre plaisir que l’étude et semble plus s’y livrer par indolence que par ambition. Nous 
avons été sur le point de le perdre d’une fièvre putride et il n’est point encore hors d’affaire. Ce 
seroit en vérité dommage» (cité in O.IV A,5, p. 330, note 2 avec un passage de la lettre de Lalande 
à Euler du 16 janvier 1764). 

2 La correspondance connue et publiée de Lagrange avec Condorcet ne comporte que 20 let- 
tres échelonnées du 30 septembre 1771 au 8 juin 1778 (O.L., XIV, 3-52). Le fait que des relations 
amicales s’étaient nouées entre les deux jeunes savants lors du séjour de Lagrange à Paris permet 
de supposer que leur correspondance débuta avant 1771 (une lettre de Lagrange à Condorcet du 
20 février 1770 est d’ailleurs insérée à tort dans la correspondance Lagrange-d’Alembert: O.L., 
XIII, p. 165-167). On peut penser également que cette correspondance se prolongea au delà de 
1778. Si Lagrange appréciait en général la richesse et l’originalité d’inspiration de Condorcet, il 
regrettait souvent l’insuffisante rigueur de ses raisonnements. 

2 J] s’agit d’une lettre de d’Alembert datée du 7 janvier 1764 par laquelle il prie son amie Mme 
de Geoffrin d’engager l’ambassadeur de Sardaigne «à donner à M.de la Grange quelque marque 
d'intérêt dans l’état où il est, d’écrire à la Cour de Sardaigne tout le bien qu’on pense ici de lui, 
et toute l’estime que les plus grands géomètres ont pour son talent et pour sa personne. Mr l’Am- 
bassadeur feroit en celà une chose digne de lui: il obligera un homme du plus grand mérite, qui 
a besoin, surtout dans la circonstance où il se trouve, de consolation et d’encouragement.». L’o- 
riginal de la lettre porte qu’elle fut transmise à Turin avec une lettre de l’ambassadeur, le 20 jan- 
vier 1764 (I. Guareschi, «Notizie storiche intorno a Luigi Lagrange», Mem. R. Acc. Torino, s. 
2, v. 64, 1, Turin, 1913, p. 13. 

24 «De la libration de la lune», in Opuscules mathématiques, t. I, Paris, 1761, p. 313-323 (mé- 
moire XXV). 


ce, Lagrange fut intéressé par cette question et se consacra avec passion 
à son étude. Il put ainsi adresser au secrétariat de l’Académie un mé- 
moire intitulé «Recherches sur la libration de la Lune...» qui fut enregis- 
tré le 9 août 1763. Malgré l’anonymat théorique, dès le 16 janvier 1764 
l’un des cinq commissaires, Lalande, informa Euler que Lagrange par- 
ticipait à ce concours, ainsi que Bossut, Frisi et Euler lui-même”. Le 
12 septembre, en regrettant que le prix n’ait pas été partagé entre La- 
grange et Euler, il écrivit à ce dernier que la décision des commissaires 
était due à ce que «la méthode de Mr la Grange était toute nouvelle et 
fort élégante»*. Le réglement des concours prévoyait que les mémoi- 
res primés devaient être publiés par l’Académie; malheureusement celui 
de Lagrange dut attendre 1777 pour être inséré dans le tome IX du Re- 
cueil des Prix”, si bien que sa méthode nouvelle et élégante, basée en 
fait sur le principe des travaux virtuels, fondement de la Méchanique 
analitique de 1788, ne fut rendue publique qu’à ce moment. Il est vrai 
qu’en plus des commissaires, d’autres savants ont pu également étudier 
ce mémoire longtemps avant sa publication. Tel est le cas de d’Alem- 
bert qui tenta d’en discuter avec Lagrange, avant que ce dernier, le 20 
mars 1765, lui signale que, n’ayant pas de copie de sa pièce, il ne pour- 
rait reparler de ce sujet qu’après y être revenu «quelque jour»#. Quant 
à Euler, l’autre grand rival de Lagrange, il tenta d’obtenir de Lalande 
une copie du mémoire primé?. Sentant ainsi sa priorité disparaître de 
façon insidieuse, Lagrange insista à plusieurs reprises auprès de d’Alem- 
bert et de Condorcet pour accélérer la publication de son travail®°. S'il 
dut attendre 14 ans pour celà, comme il l’avait annoncé à d’Alembert 
il reprit peu après l’étude de ce problème d’une manière plus approfon- 
die et publia, en 1782, un nouvel et important mémoire: «Théorie de 
la libration de la Lune & des autres Phenomènes qui dépendent de la 


2 Lettre de Lalande à Euler: Paris, 26 janvier 1764. A paraitre in O.IV, A,7. 

26 Lettre de Lalande à Euler: Paris, 12 septembre 1764. A paraitre in O.IV A,7. 

27 «Recherches sur la libration de la Lune dans lesquelles on tâche de résoudre la question pro- 
posée par l’Académie royale des sciences, pour le Prix de l’année 1764», in Recueil des Prix de 
l’Académie de Paris, t. IX, Paris, 1777 (fin 1776), lère pièce, p. 1-50; L. 27; O.L., VI, p. 5-61). 

2% O.L., XIII, p. 37. Certains passages de ce mémoire avaient d’ailleurs été discutés à plu- 
sieurs reprises par d’Alembert depuis août 1764 (O.L., XIII, p. 14, 16-19, 22-23, 25, 30, 33). 

2 Lettre d’Euler à Bailly: Pétersbourg, 15 septembre 1766. A paraitre in O.IV, A,7. 

30 C’est ainsi que le 5 avril 1773 en félicitant Condorcet pour sa nomination au poste de 
secrétaire-adjoint de l’ Académie, il lui dit: «S’il dépend de vous, comme je n’en doute pas, de hâ- 
ter la publication du neuvième volume du Recueil des prix, je vous prie de vouloir bien vous em- 
ployer pour qu’elle ne soit pas différée plus longtemps. 
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figure non sphérique de cette Planete»*!. Dans la Première Section de 
cette étude, il insista en particulier sur sa priorité quant à l’introduction 
du principe des travaux virtuels dans son mémoire sur la libration de 
la lune de 1763, mémoire qui tient de ce fait une place essentielle dans 
l’histoire de la mécanique. Résumant en effet les principes de sa «mé- 
thode générale et analytique pour résoudre tous les Problèmes de la Dy- 
namique», il tient à en revendiquer la première utilisation, près de 20 
ans plus tôt, en affirmant: «Cette méthode, que j’ai employée le pre- 
mier dans ma pièce sur la libration de la Lune...»*?. Cette déclaration 
de priorité si nette était destinée non seulement à fixer la date à laquelle 
il avait adopté cette idée nouvelle, mais surtout d’affirmer à l’avance 
Poriginalité du grand traité qu’il publiera en 1788. Le 15 septembre 1782, 
en adressant à Laplace un exemplaire de son nouveau mémoire sur la 
libration, il lui écrit en effet: 


«J’ai presque achevé un Traité de Mécanique analytique fondé uni- 
quement sur le principe ou formule que j’expose dans la première 
section du Mémoire ci-joint; mais comme j'ignore encore quand 
et où je pourrai le faire imprimer, je ne m’empresse pas d’y mettre 


la dernière main»*. 


Cette revendication implicite n’était d’ailleurs pas inutile car, dans 
sa réponse, le 10 février 1783, Laplace écrit: 


«J'attends avec bien de l’impatience le Traité de Mécanique analy- 
tique que vous m’annoncez et dont je me fais d’avance une grande 
idée, d’après votre exposé du principe général qui lui sert de base. 
Comme je me suis servi d’un principe analogue dans mes-recher- 
ches sur le reflux de la mer, celà m’avait donné lieu de faire quel- 
ques réflexions sur cet objet, que je me proposais de développer 
dans un mémoire; mais je suis charmé de voir que vous vous étes 
occupé de ce travail que vous avez sûrement exécuté mieux que je 
n'aurais pu le faire»**. 


Laplace semble ainsi insinuer que le mémoire «Recherches sur plu- 
sieurs points du système du monde» qu’il avait adressé à Lagrange le 


31 L. 76. In Nouv. Mém. Ac. Berlin, année 1780, Berlin, 1782, 2ème pagination, p. 203-309; 
O.L., V, p. 5-22. Ce mémoire avait été présenté devant l’Académie de Berlin les 16 novembre 1780 
et 11 janvier 1781. 


#2)Q:L.,:V; p. 10. 
#3,0.L., XIV, p.116: 
# OL. XIV, p. 120: 
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25 février 1778 avait pu inspirer ce dernier dans la mise au point de 
son principe de mécanique; mais il oublie que ce principe était présenté 
de façon explicite dans le mémoire sur la libration que Lagrange avait 
rédigé près de 15 ans auparavant. 

Après avoir évoqué les répercussions lointaines de ce mémoire, il im- 
porte de noter que pendant les deux années qui séparent son retour de 
Paris de son départ pour Berlin, Lagrange mit au point deux autres grands 
mémoires. Le premier, intitulé «Solution de différens problèmes de cal- 
cul intégral», est une étude de près de 200 pages destinée au tome III 
des Miscellanea Taurinensia et portant sur différentes questions de cal- 
cul intégral et de mécanique céleste*. Le second intitulé «Sur les 
inégalités du mouvement des satellites de Jupiter causées par leurs at- 
tractions mutuelles»*”, fut adressé en août 1765 au Secrétariat de l’A- 
cadémie de Paris, afin de participer au concours de prix de cette académie 
pour 1766. Ayant à nouveau, en mars 1766, remporté ce concours de 
mécanique céleste, Lagrange surclassait pour la seconde fois son grand 
rival Euler qui avait également concouru*. Ce nouveau succès renfor- 
ça son prestige au sein de l’Académie parisienne et consolida sa position 
au sein de la communauté scientifique internationale au moment où 
s’engagaient des négociations pour sa nomination comme directeur de la 
classe mathématique de l’Académie de Berlin, libérée par le départ 
d’Euler. 

Le 4 mars 1766, une quinzaine de jours avant qu’il lui annonce offi- 
ciellement son succès à ce concours, d’Alembert, écrit en effet à Lagrange: 


M. Euler s’en va, dit-on, à Pétersbourg pour quelque mécontente- 
ment qu’il a eu à Berlin. Je lui ai écrit pour l’en dissuader. S’il s’en 


va et que vous vouliez le remplacer, vous n’avez qu’à m'écrire un 


mot et je ferai de mon mieux pour vous servir»””. 


35 O.L., XIV, p. 78-80. Ce mémoire qui porte «en grande partie sur le flux et le reflux de la 
mer, «matière délicate et très compliquée», avait été publié dans le volume pour 1775 de l’Hist. 
Ac. R. Sci., Paris, 1778 (p. 75-182); O. Laplace, I, p. 71-183. 

36 L.11. Misc. Taurin.…., t. III, Turin, 1766, 2e pagination, p. 179-380; O.L., I, p. 471-668. 
Les problèmes de calcul intégral étudiés dans ce mémoire y sont appliqués à certains aspects de 
la théorie des cordes vibrantes et à l’étude des perturbations des mouvements de Saturne et de Jupiter. 

37 Ce mémoire (L. 52) ne sera publié qu’en 1777 dans le t.IX du Recueil des Prix de l’Acadé- 
mie de Paris (6e pièce, p. 1-162), O.L., VI, p. 65-225. 

38 Dans sa correspondance, Euler ne semble toutefois faire aucune allusion à sa participation 
à ce concours. 


3%)O.L., XIII, p. 53. 


12 


Après qu’il eut reçu l’accord de principe de son protégé“, d’Alem- 
bert engagea aussitôt des démarches auprés du roi de Prusse Frédéric 
II, tandis que Lagrange intervenait de son côté afin d’obtenir l’autori- 
sation nécessaire du roi de Sardaigne“!. 

Les dernières difficultés étant résolues, le 21 août 1766 Lagrange quitta 
sa ville natale de Turin pour rejoindre sa nouvelle résidence berlinoise. 
Un bref séjour à Paris lui permit de reprendre contact avec d’Alembert 
et avec d’autres savants français qu’il avait connus deux ans plus tôt. 
Passant ensuite par Londres, puis Hambourg, il arriva fin octobre à Berlin 
où il devait passer une vingtaine d’années, parmi les plus importantes 
de sa vie et de sa carrière. 


2. La période berlinoise (1766-1787) 


Nommé par le roi Frédéric II membre ordinaire de l’Académie de Ber- 
lin et directeur de sa classe de mathématique dès le début d’octobre, La- 
grange prit officiellement ses fonctions le 6 novembre 1766 et en assuma 
la responsabilité jusqu’au ler mars 1787. En dehors de l’organisation de 
certaines séances de l’Académie, Lagrange devait assurer le bon fonc- 
tionnement de la classe de mathématique et, à cette fin, présenter régu- 
lièrement des mémoires destinés pour la plupart à être publiés dans les 
volumes annuels des mémoires de cette académie. Il devait également 
organiser des concours de prix, correspondre avec des savants de renom 
et veiller ainsi à renforcer le prestige international de l’Académie de Berlin 
et celui de son protecteur, le roi Frédéric II. Il devait enfin travailler en 
bonne intelligence avec les autres classes de l’Académie et, pour celà, 
éviter toute intervention en dehors de son propre domaine. Comme il 
lécrira plus tard à d’Alembert, pour se plaire dans une telle situation, 
il ne faut tabler sur aucune augmentation prévisible de pension, ne comp- 
ter sur aucun «des agréments et des avantages qui sont attachés au sé- 
jour et à la société de Paris. Toute personne, ajoute-t-il, qui peut se suffire 
à elle-même et qui ne veut se mêler que de ce qui la regarde immédiate- 
ment peut être assurée de trouver ici toute la tranquillité nécessaire au 
bonheur d’un philosophe». 


4 Dans sa lettre du 25 mars 1766 (O.L. XIII, p. 56-57). 


41 Sur ces négociations, en plus des lettres échangées entre d’Alembert et Lagrange (O.L. XIII, 
p. 56-57), voir les commentaires et les notes insérées dans O.IV A,5; p. 32-34, 50-51, 332-336, 455-456. 


4 Cf. la lettre de Lagrange à d’Alembert du 19 janvier (1773) (O.L., XIII p. 258) au sujet 
du souhait de Laplace d’obtenir un poste à l’Académie de Berlin. 
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Cette extrême prudence affichée par Lagrange, son souci d’éviter tout 
risque de complication, d’ennui ou de polémique se reflètent dans la cor- 
respondance régulière qu’il continue à échanger avec d’Alembert, cor- 
respondance qui, jusqu’en 1775 environ, demeurera son lien privilégié 
avec l’Académie royale des sciences de Paris“. C’est ainsi qu’en réponse 
à certaines demandes — parfois pressantes — de d’Alembert, il refuse- 
ra toujours de s’immiscer aussi bien dans les affaires des autres classes 
de l’Académie, que dans le fonctionnement de celle-ci ou le recrutement 
de ses membres, domaines jalousement réservés du roi. De même, sauf 
à l’occasion d’attaques sévères lancées par Fontaine contre plusieurs de 
ses travaux“, il évitera d’engager des polémiques avec des savants fran- 
çais, aussi bien avec les plus anciens qu’il a connus lors de ses séjours 
à Paris, qu’avec de plus jeunes dont d’Alembert lui présente divers tra- 
vaux. S’il sait à l’occasion être précis et sans complaisance dans les ju- 
gements qu’il porte sur certains écrits, le plus souvent, ses critiques se 
trouvent tempérées par des remarques générales plus bienveillantes“. 

L’amitié solide qui le liait à d’ Alembert explique qu’une partie assez 
importante de la correspondance échangée entre les deux hommes con- 
cerne les événements de leur vie, l’évolution de leur santé, leurs juge- 
ments sur certains aspects de l’actualité liés le plus souvent à l’activité 
littéraire et philosophique de d’Alembert. Mais, comme par le passé, leurs 
lettres traitent aussi de leurs publications récentes, de leurs recherches 
en cours ou en projet, chacun d’eux présentant ses propres travaux avec 
une humilité apparente et louant et discutant ceux de son correspondant, 
en en contestant ou critiquant souvent certains de leurs aspects. Il appa- 
raît que de tels examens critiques réciproques de leurs travaux ont été 
profitables aux deux savants, Lagrange amenant peu à peu d’Alembert 
sinon à abandonner certaines prises de position aventurées sur diverses 
questions mathématiques controversées et d’Alembert faisant profiter 
Lagrange de sa longue expérience, de sa profonde connaissance des prin- 
cipaux problèmes en discussion et de leurs incidences philosophiques; 
et aussi de ses informations, de ses conseils, de son appui auprès de Fré- 
déric II et de son influence au sein de l’Académie de Paris. 


4 A ce moment, Condorcet et Laplace commencent à prendre une place de plus en plus im- 
portante dans la correspondance de Lagrange, alors que d’Alembert s’intéresse moins activement 
à l’actualité mathématique. 

# Sur le différent survenu entre Lagrange et Fontaine, voir différentes pièces de la correspon- 
dance Lagrange-Condorcet (Cf. O.L., XIV, p. 337: notice Fontaine dans l’index). 

4 Ce sera en particulier le cas, on le verra plus loin, de certaines appréciations de Lagrange 
sur divers travaux ou publications de Condorcet. 
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C’est ainsi que d’Alembert s’efforça d’obtenir que Lagrange partici- 
pe à tous les concours bisannuels de mécanique céleste de l’Académie 
de Paris. Mais, préoccupé par ses nouvelles fonctions et peut-être peu 
inspiré au départ par le sujet, Lagrange ne rédigea de mémoire ni pour 
le concours de 1768 sur le perfectionnement de la théorie de la Lune, 
ni pour celui de 1770 organisé sur le même thème. Mais ce sujet étant 
repris à nouveau pour 1772, sous la pression amicale mais répétée de 
d’Alembert, le 16 août 1771 il adressa à l’ Académie un «Essai d’une nou- 
velle méthode pour résoudre le problème des trois corps», qui partagea 
avec un mémoire d’Euler le prix double prévu pour ce concours“. A la 
fin de 1773, Lagrange adressa à l’Académie de Paris un mémoire «Sur 
l'équation séculaire de la Lune» qui lui valut un nouvel et brillant suc- 
cès au concours de 1774 organisé sur ce thème“’. Le concours suivant, 
celui de 1776, «sur les perturbations du mouvement des comètes sous 
l’action des planètes» ayant été remis à 1778, puis à 1780, Lagrange, 
après quelques hésitations, se décida à y participer. Le 25 juin 1779 il 
adressa à cet effet des «Recherches sur la théorie des perturbations que 
les comètes peuvent éprouver par l’action des planètes» qui remportè- 
rent le prix double de ce concours“. Ainsi, soit de sa propre initiative, 
soit sous la pression insistante de d’Alembert, Lagrange traita-t-il ainsi, 
avec succès, les cinq grandes questions de mécanique céleste choisies par 
l’Académie de Paris comme thèmes de ses concours successifs organisés 
entre 1764 et 1780, ce qui n’était pas sans déplaire à Euler, habitué de- 
puis longtemps à remporter la plupart de ces concours. Il est vrai que 
cet illustre mathématicien, bien qu’encore très actif, arrivait à la fin de 
sa carrière, tandis que Lagrange, au contraire, en pleine possession de 
ses talents, explorait avec un regard neuf les domaines les plus divers 
des mathématiques et de leurs applications, bientôt aiguillonné par une 
nouvelle génération, celle de Laplace, Condorcet, Legendre, etc. 


4 En 1768, le concours de mécanique céleste portait sur le perfectionnement des méthodes sur 
lesquelles est fondée la théorie de la Lune. Il fut reporté, avec un prix double, à l’année 1770 où 
deux mémoires, l’un de L. Euler, l’autre de J.A. Euler, furent couronnés, mais en ne se partageant 
que moitié de ce prix double. De ce fait, le concours de 1772, organisé sur le même thème, dispo- 
sait à nouveau d’un prix double qui fut partagé entre Euler et Lagrange. Le mémoire de ce dernier 
(L. 53; O.L., VI, p. 229-334) fut publié en 1777 dans le tome IX du Recueil des Prix de l’ Académie. 

47 Bien que reçu avec retard (en janvier 1774), ce mémoire de Lagrange (L. 47; O.L., VI, p. 
335-399) fut primé et publié en 1776 dans le t. VII du recueil des Savants étrangers. 

#8 Tandis qu'aucun prix ne fut accordé en 1776, en 1778 N. Fuss obtint moitié du prix dou- 
ble. Le même thème fut alors conservé pour le concours de 1780, avec un prix double. 

4 Ce mémoire de Lagrange (L. 83; O.L., VI, p. 403-503) qui obtint ce prix double fut publié 
en 1785 dans le t.X du recueil des Savants étrangers. 
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Entre temps d’ailleurs, en 1772, Lagrange était devenu l’un des huit 
associés étrangers de l’Académie de Paris. En effet, lorsque, au début 
de 1772, d’Alembert avait appris le récent décès d’un de ces associés, 
l’anatomiste italien G.B. Morgagni (1682-1771), il avait pensé que, par 
sa position à l’Académie de Berlin et son oeuvre déjà très importante, 
Lagrange, malgré sa jeunesse relative, 36 ans, méritait pleinement d’ê- 
tre élu à l’une de ces places si recherchées. Mais, avant de tenter d’en 
convaincre les autres pensionnaires de l’Académie, les seuls à disposer 
du droit de vote, il lui fallait demander l’accord préalable de l’intéressé, 
ce qu’il fit le 6 février 1772 en lui présentant la situation avec sa franchi- 
se coutumière: 


Vous savez peut-être que Morgagni, de Padoue, est mort. C’etait 
un de nos huit associés étrangers. Nous en avons deux fort peu di- 
gnes de l’être, un prince Jablonowski et un prince de Lüwenstein, 
et parmi les cinq autres il n’y a que deux mathématiciens, Bernoulli 
et Euler, et trois physiciens, Van Swieten, Haller et Linnaeus. Vous 
voyez qu’il nous faut un géomètre; il ne tiendra pas à moi bien cer- 
tainement que cette place ne soit donnée à celui qui le mérite. Je 
ne suis pas bien sûr d’en avoir le crédit, mais j’y ferai bien certaine- 
ment de mon mieux, et, en ce cas, je vous laisse à deviner sur qui 
le choix tombera*. 


Dès que Lagrange eut informé d’ Alembert de son souhait de pouvoir 
être ainsi intégré à cette académie si renommée, d’Alembert amorça son 
effort d’information auprès de ses confrères. A l’élection qui eut lieu 
le 20 mai 1772, Lagrange obtint 17 voix sur 18 votants. Son succès lui 
fut aussitôt annoncé par d’Alembert et, après sa confirmation par le roi, 
par le secrétaire perpétuel Grandjean de Fouchy. Le titre d’associé étran- 
ger que Lagrange venait ainsi d’acquérir, lui donnait droit à toutes les 
publications de l’académie et la possibilité d’adresser à celle-ci des mé- 
moires destinés à ses recueils annuels. Il lui permettait également, le cas 
échéant, de participer aux séances de l’Académie au rang des associés, 
ce qu’il fit d’ailleurs à son arrivée à Paris en juin 1787, dans l’attente 
d’une décision sur son statut définitif. 

Quant à la possibilité de publier dans les volumes annuels de l’Aca- 
démie de Paris, Lagrange n’en profita que pour deux mémoires de mé- 
canique céleste qu’il adressa fin 1773 et fin 1774 et qui furent publiés 


50 Lettre de d’Alembert à Lagrange du 6 février 1772 (O.L., XIII, p. 224-225). 
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le premier en 1775 et le second en 1776°!. Il est vrai qu’il était très sol- 
licité par ses amis de Turin et qu’il devait publier chaque année plusieurs 
mémoires dans les recueils de l’Académie de Berlin. Mais il était égale- 
ment très mécontent de l’important retard de publication de ses pièces 
couronnées dans les concours de prix de Paris, retard qui risquait de le 
défavoriser dans la compétition pacifique mais ardente qui l’opposa à 
Laplace, à partir de 1775 environ, sur de nombreuses questions d’ana- 
lyse, de mécanique et de mécanique céleste. Ses quatre premiers mémoi- 
res de concours de prix ayant enfin été publiés, celui de 1774 en 1776 
et ceux de 1764, 1766 et 1770 en 1777, le cinquième, celui de 1780, pu- 
blié en 1785, sera le dernier des 7 mémoires insérés par Lagrange dans 
les recueils de l’Academie royale des sciences de Paris. Il est à noter que, 
pour la période correspondante, Lagrange publia une soixantaine de mé- 
moires dans les volumes de l’Académie de Berlin et 18 mémoires dans 
les recueils de l’Académie de Turin, y compris, il faut le préciser, ses 
premiers travaux de 1759. Il est vrai que jusqu’aux années 1760, Paris 
ne tint qu’une place secondaire dans la vie et la carrière de Lagrange. 

Par contre, sinon depuis le début de sa correspondance avec d’Alem- 
bert, du moins depuis son premier séjour de 1763-1764, Paris jouait pour 
Lagrange un rôle essentiel d’inspiration et d’émulation. Alors qu’à Tu- 
rin, il était pratiquement seul à s’intéresser à la création mathématique 
et qu’à l’Académie de Berlin, en dehors de Jean-Henri Lambert mort 
en 1777*, les talents mathématiques étaient rares, Lagrange trouvait à 
Paris des interlocuteurs capables de comprendre et d’apprécier ses tra- 
vaux, voire à rivaliser avec lui en différents domaines. Si d’Alembert 
fut pendant longtemps son principal informateur sur l’actualité scienti- 
fique au sein de l’académie parisienne, en même temps qu’un critique 
averti de ses publications et de ses travaux en cours et un précieux inter- 
médiaire avec divers académiciens parisiens, d’autres correspondants se 
manifestèrent peu à peu, dont le premier fut sans nul doute Condorcet. 

Bien que le caractère lacunaire de la partie conservée de cette corres- 
pondance (on ne possède aucune des lettres de Condorcet et les 21 let- 


51 I] s’agit du mémoire L. 41 («Recherches sur la manière de former des tables de planètes d’a- 
près les seules observations», publié dans le recueil annuel de l’Académie pour 1772, 1ère partie, 
1775, p. 516-518; O.L. VI, p. 507-627) et du mémoire L. 54 («Recherches sur les équations séculai- 
res des mouvements des noeuds et des inclinaisons des orbites des planètes», inséré dans le volume 
de 1774, 1778, p. 97-174; O.L., VI, p. 635-709). 

2 Lagrange qui, à son arrivée à Berlin, n’avait pas apprécié le caractère de Lambert, avait 
ensuite collaboré avec lui et avait beaucoup d’estime à son égard. Voir sa lettre à d’ Alembert du 
30 octobre 1777 (O.L. XIV, p. 332-334). 
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tres connues de Lagrange vont du 20 février 1770 au 8 juin 1778) ne 
permette pas de l’affirmer, il est probable qu’elle ait débuté vers 1765 
et qu’elle se soit prolongée jusqu’aux derniers mois du séjour de Lagrange 
à Berlin. Toujours est-il que, dans ses lettres, Lagrange manifeste à l’é- 
gard de Condorcet une amitié qui remonte à son premier séjour à Paris 
et juge ses différents travaux avec une indulgence parfois étonnante; mais 
peut-être considère-t-il que l’originalité de ses conceptions et de certai- 
nes orientations de recherche compense le manque de rigueur de nom- 
breux raisonnements. Les rapports de plus en plus étroits de Condorcet 
avec d’Alembert et surtout sa nomination en 1773 au poste d’adjoint 
au secrétaire perpétuel de l’Académie de Paris, puis en 1776 à la fonc- 
tion de secrétaire perpétuel, ne pouvaient que renforcer l’intérêt por- 
té par Lagrange au développement de sa correspondance avec un ami 
aussi bien placé. Malheureusement, la disparition des lettres de Lagran- 
ge postérieures au 8 juin 1778 ne permet pas de suivre l’évolution posté- 
rieure des rapports entre les deux hommes et de savoir en particulier si 
Condorcet a été informé à l’avance de la venue de Lagrange à Paris en 
1787. 

Incomplète également bien que mieux équilibrée, la correspondance 
qui s’établit entre Lagrange et Laplace à partir du début de 1775, après 
une première lettre de Lagrange en mars 1773, se rapporte pour l’es- 
sentiel à une présentation, une analyse et un examen critique des publi- 
cations et des travaux en cours des deux mathématiciens et 
physico-mathématiciens; ceux-ci apparaissant de plus en plus comme deux 
rivaux travaillant fréquemment sur les mêmes sujets dans des perspecti- 
ves souvent assez différentes, parfois parallèles, voire complémentaires. 
Un examen très attentif de cette correspondance, en liaison avec le pro- 
gramme des publications et des recherches de ces deux savants, permet- 
trait sans nul doute de mieux comprendre l’évolution de certains 
problèmes mathématiques et physico-mathématiques alors d’actualité, 
certaines lignes directrices de leurs travaux, tout en précisant la nature 
et l’importance de leurs apports respectifs. Etant donné l’intérêt que cha- 
cun d’eux portait aux diverses directions de recherche de l’autre, il est 
manifeste que l’interruption apparente de leur correspondance le 11 fé- 
vrier 1784 n’est due qu’à la perte ou à la destruction des lettres ultérieures. 


"UC OL. XIII, p. 165-167 (Lettre du 9 mars 1770, donnée à tort comme adressée à d’A- 
lembert) et O.L., XIV, p. 3-52. 


Cf. K.M: Baker, «Les débuts de Condorcet au secrétariat de l’Académie royale des scien- 
ces (1773-1776)», Rev. Hist. Sci., t. 20, 1967, p. 229-280. 


% O.L., XIV, p. 55-132; la première lettre citée est aux pages 55-58. 
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L’examen attentif de la correspondance de Lagrange montre qu’il fut 
en relations avec d’autres savants parisiens, tels que Bézout auquel il écri- 
vit en juillet 1779 pour le féliciter de la publication de sa Théorie géné- 
rale des équations algébriques*, Vandermonde dont il fit l’éloge à 
plusieurs reprises et auquel il annonça devoir écrire prochainement”, et 
enfin Dionis du Séjour dont il appréciait l’oeuvre astronomique. Mais, 
bien qu’aucune pièce n’en semble subsister, le cas le plus important est 
celui d’Adrien-Marie Legendre que Lagrange charge Laplace de félici- 
ter avant d’entrer en relations directes avec lui dès 1783*°. Il semble 
qu’un climat de confiance se soit rapidement établi entre les deux hom- 
mes car, au témoignage de Delambre, Legendre joua un rôle détermi- 
nant dans la publication de la Méchanique analitique. Peut-être Lagrange 
voulait-il ainsi apporter sa caution morale à un jeune rival de Laplace, 
tout en manifestant l’intérêt qu’il portait à l’éclosion de jeunes talents. 
Quelques années plus tard, Lagrange intervint d’ailleurs en faveur d’un 
autre jeune savant français aux débuts prometteurs, Delambre‘. 

Mais les nouveaux contacts qu’il prend ainsi ne suffisent pas à réduire 
la sensation d’isolement physique, moral et intellectuel qu’il éprouve de- 
puis 1783, année qui vit disparaître sa première femme, Vittoria Conti, son 
premier guide scientifique, Leonhard Euler, et son correspondant le plus 
ancien et le plus assidu, d’ Alembert. Si l’achèvement de deux grandes en- 
treprises qu’il menait simultanément: la présentation d’une importante 
série de mémoires sur la théorie des planètes‘! et la rédaction définitive 
de son premier ouvrage, la Méchanique analitique, occupent son esprit 
pendant plus de deux ans, dès le début de 1786 il est dans un état d’alan- 
guissement qui annihile peu à peu son ancienne passion pour les mathéma- 
tiques. Mais d’autres événements allaient bientôt l’écarter plus encore 
de ses recherches et l’amener à quitter Berlin et son académie‘. 


PIOT XIV D 216-218: 

57 Cf. O.L. XIV, p. 31, 41, 43, 45. C’est ainsi que Lagrange écrit à Condorcet le 3 janvier 
1777 au sujet de Vandermonde: «Tout ce que j’ai vu de lui jusqu’à présent me donne l’idée d’un 
génie très rare» (op. cit., p. 41). 

ICIAO:L. XIV, p 33,63, 71,180) 127 

5 Cf. O.L. XIV, p. 116, 121 et 124. Aucune pièce de la correspondance engagée dès 1783 en- 
tre Lagrange et Legendre n’a été retrouvée. 

6 Cf. p. 61 de l’article cité dans la note 62. 

61 Ce sont les mémoires L. 79, 82, 84, 85, 86 et 90, publiés à Berlin entre 1783 et 1786 (O.L., 
V, p. 125-489). 

6 On trouvera toutes les précisions et la documentation disponibles sur la fin du séjour de 
Lagrange à Berlin et sur ses premières années parisiennes dans l’article suivant: R. Taton, «Le dé- 
part de Lagrange de Berlin et son ipstallation à Paris en 1787», Rev. Hist. Sci., t. 41, 1988, p. 
39-74, article auquel nous renvoyons$ pour toutes les références concernant la période 1786-1789 
de la vie et de la carrière de Lagrange. 
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En effet, la mort du roi de Prusse Frédéric II survenue le 17 août 1786 
et l'avènement d’un nouveau roi, Friedrich-Wilhelm, entraînèrent rapi- 
dement la nomination d’un nouveau curateur, responsable du fonction- 
nement de l’Académie, le comte F. von Hertzberg, et celle de plusieurs 
membres nouveaux de niveau modeste, ce qui risquait de compromettre 
le statut privilégié de certains académiciens d’origine étrangère, tels que 
Lagrange. Dans l’effervescence qui régnait alors dans tous les milieux 
berlinois, Lagrange, du fait de sa renommée internationale, fut l’objet 
des sollicitations de plusieurs pays, dont la France, désireux de l’accueillir. 
Par l’entremise du marquis de Mirabeau, envoyé secret du gouverne- 
ment, puis par celle, plus officielle, de l'ambassadeur de France, le comte 
d’Esterno, un projet d’engagement de Lagrange à Paris fut établi après 
accord préalable de l’intéressé. La proposition d’accorder à Lagrange 
une pension annuelle de 6000 livres, équivalente à celle qu’il recevait à 
Berlin, fut transmise à Paris le 9 décembre 1786 par le comte d’Esterno. 
Dès le 10 janvier 1787, la réponse favorable du roi Louis XVI fut trans- 

mise à Berlin et Lagrange put alors engager des démarches pour deman- 
der son congé au roi de Prusse. Après quelques pourparlers, ce congé 
lui fut accordé, en même temps qu’une pension de 1200 livres de France 
pour l’inciter à continuer à donner des mémoires à l’Académie et, le cas 
échéant, à revenir y reprendre sa place. Le ler mars, Lagrange aban- 
donna officiellement ses fonctions de directeur de la classe de mathé- 
matique de l’Académie de Berlin, mais continua à y siéger comme membre 
jusqu’à son départ de Berlin, le 16 mai 1787. Ainsi quittait-il une ville 
où il avait passé plus de vingt ans et une académie où il avait réussi à 
assurer brillamment la succession d’Euler. Ce n’était pas d’ailleurs pas 
sans quelque appréhension qu’il entreprenait ce saut dans l’inconnu, d’au- 
tant qu’il avait prévu de terminer sa carrière à Berlin où, pendant quel- 
ques années, il se réserva une discrète possibilité de retour. 


3. La période parisienne (1787-1793) 


Cette troisième phase des rapports de Lagrange avec l’ Académie royale 
des sciences de Paris débuta le 17 juin 1787, date de la première séance 
de cette académie dont il signa la feuille de présence au rang des asso- 
ciés, et se termina à sa dernière séance du 7 août 1793: elle couvre ainsi 
six des 26 années de la carrière parisienne de ce savant. 

Probablement Lagrange était-il arrivé à Paris quelques jours avant 
le 21 juin et avait-il pu prendre contact au préalable avec certains res- 
ponsables de l’Académie, dont le secrétaire perpétuel, Condorcet; mais le 
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procès-verbal de la séance se borne à mentionner sa présence. Toujours 
est-il qu’il était indispensable que sa situation en France soit rapidement 
régularisée. A cette fin, dès qu’il eut obtenu du Ministère des affaires 
étrangères la confirmation de l’accord conclu au début de janvier, et de 
Lagrange les pièces d’état-civil nécessaires, le 20 juillet le baron de Bre- 
teuil, ministre de tutelle de l’Académie, obtint que le roi Louis XVI ac- 
corde à Lagrange le brevet de pension attendu de 6000 livres, valable 
à partir du 1er janvier 1787, avec une gratification de 4000 livres pour 
ses frais de voyage et d'installation. Le 28 juillet, l’Académie, jugea que 
cette décision ne permettait plus à Lagrange de demeurer associé étran- 
ger et, faute d’une place disponible de pensionnaire, lui accorda le titre 
de pensionnaire vétéran. Mais, dès le 7 août, le baron de Breteuil infor- 
mait l’Académie que «pour permettre qu’il puisse s’occuper des affai- 
res de l’Académie et la faire jouir de ses lumières», … le roi avait décidé 
à titre exceptionnel d’accorder à Lagrange «tous les avantages dont jouis- 
sent les pensionnaires ordinaires, de manière qu’il puisse être nommé 
officier de l’Académie, être employé dans les Comités, & c...» Tel fut 
d’ailleurs le statut très particulier dont Lagrange bénéficia jusqu’à la sup- 
pression de l’Académie royale des sciences. Quant à sa pension person- 
nelle qui ne dépendait pas du budget de l’Académie, mais du trésor royal, 
elle lui fut maintenue sa vie durant par décret de l’Assemblée nationale 
du 14 janvier 1791 et comprise dans l’état des dépenses publiques‘? 

Après avoir séjourné quelque temps à l’hôtel de la Brisse, quai des 
Théatins, l’actuel quai Voltaire, Lagrange habita ensuite au 33 de la rue 
Froidmanteau, petite rue longeant le fossé de l’enceinte ouest du palais 
du Louvre. Il se trouvait ainsi à proximité de l’Académie dont la salle 
des séances était au premier étage d’un des bâtiments de ce palais. Mais 
il était aussi à proximité du palais de Tuileries qui, après l’installation 
du roi en octobre 1789 et celle des assemblées successives, fut à divers 
moment l’un des pôles d’une agitation parfois violente, succédant aux 
troubles sporadiques qui avaient débuté en août 1787, perturbant quel- 
que peu les conditions psychologiques de l’installation de Lagrange à 
Paris. 

Bien qu’aucun témoignage précis ne permette de l’affirmer, il est vrai- 
semblable que le statut très particulier accordé à Lagrange par une déci- 
sion royale ait déplu à certains de ses confrères, jaloux des prérogatives 
de leur assemblée ou quelque peu inquiets de l’importance du rôle que 
pourrait jouer en leur sein ce physico-mathématicien le plus prestigieux 


63 Procès Verbal des séances de l’Assemblée nationale, t. 14, p. 5: vendredi 14 janvier 1791. 
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de l’époque. Certes, Lagrange connaissait plus ou moins directement une 
bonne partie de ses nouveaux confrères, soit, tels P. Ch. Le Monnier, 
Lalande et Condorcet, pour les avoir rencontrés lors de ses séjours an- 
térieurs à Paris, soit, tels Laplace, Condorcet, Vandermonde et Legen- 
dre, pour avoir correspondu avec eux, soit enfin, tels Lavoisier, Monge 
et Meusnier, pour avoir apprécié leurs travaux. Mais, bien qu’assidu aux 
séances de l’Académie, Lagrange semble ne pas avoir voulu y jouer de 
rôle important, à tel point que jusqu’à la dissolution de l’Académie royale 
des sciences le 8 août 1793, il n’y présentera aucun travail original nou- 
veau, en dehors de sa Méchanique analitique, objet,le 17 février 1788, 
d’un rapport élogieux de Laplace, Cousin, Legendre et Condorcet, et 
dont il présente un exemplaire imprimé le 5 avril suivant. Mais il s’agis- 
sait là d’un travail conçu à Berlin et auquel il ne semble avoir apporté 
aucun complément de dernière heure. 

Le 10 janvier 1788, Lagrange fut désigné par le roi comme directeur 
de l’Académie pour l’année 1788. Bien qu'ayant déclaré fin 1786 à l’am- 
bassadeur de France à Berlin «ne pouvoir s’accommoder ni de présider, 
ni d’être présidé», il ne pouvait refuser cette «distinction» et cette «marque 
particulière de considération» que le roi «avait cru devoir lui accorder» 
et, tout au long de l’année, il remplit les devoirs de cette charge très scru- 
puleusement, mais sans éclat particulier. Il s’intéresse aussi aux recher- 
ches d’analyse mathématique, d’astronomie ou de mécanique céles- 
te menées par de jeunes chercheurs non-académiciens tels que J.B. De- 
lambre, N.C. Duval-Leroy, J. Trembley, L.F.A. Arbogast et J. Fourier 
et réussit à faire publier certains de leurs travaux dans les Mémoires de 
l’Académie de Berlin. Mais il avoue avoir «pris congé de la géométrie 
en quittant Berlin» et que «le cercle des distractions au milieu duquel» 
il vit «est peu propre à ranimer» son «ancienne passion pour cette scien- 
ce». Delambre qui le trouve affable et bon, mais distrait et mélancoli- 
que, précise qu’il assistait aux réunions hebdomadaires organisées par 
Lavoisier, mais qu’il y restait «debout contre une fenêtre», «étranger 
à tout ce qui se disait autour de lui». Delambre ajoute que si Lagrange 
avoue «avoir perdu le goût des recherches mathématiques», par contre, 
il s’intéresse à la chimie nouvelle, dont il compare les principes à ceux 
de l’algèbre, ainsi qu’à la médecine, à la botanique, aux sciences humai- 
nes et à la métaphysique“. 

Se plaisait-il réellement à Paris et souhaitait-il s’y fixer définitivement? 
Il semble qu’habitué jusque là à se tenir à l’écart de toute politique, il 


64 J.B. Delambre, in O.L., I, p. XXVII-XXVIII. 
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soit resté pendant quelques années hésitant à ce sujet et que son attitude 
ait évolué suivant les péripéties de l’agitation des rues. Jusqu’au milieu 
de l’année 1791, il garde en effet des contacts très cordiaux avec les res- 
ponsables de l’Académie de Berlin, von Hertzberg en particulier, ne re- 
jetant pas à priori la possibilité qui lui reste offerte de revenir prendre 
sa place antérieure au sein de cette assemblée et, à cette fin, évite de tou- 
cher la pension de retraite qui lui a été accordée par le roi de Prusse. 
En se décidant, le 3 septembre 1791, à recevoir cette pension pour les 
4 années échues, il renonce à la possibilité d’un retour à Berlin et confir- 
me son établissement définitif en France. Une lettre qu’il adresse le 24 
octobre 1791 à l’un de ses amis révèle à la fois son jugement très favora- 
ble sur l’évolution de la situation politique en France, son rejet des ha- 
bitudes de l’ Ancien Régime et le prix qu’il attache aux avantages et aux 
agréments de son séjour à Paris. Ce revirement d’attitude est dû à di- 
verses raisons, tout d’abord la décision du 14 janvier 1791 de l’Assem- 
blée nationale confirmant l’engagement pris 4 ans plus tôt par le roi à 
son égard, le caractère démocratique de la plupart des décisions prises 
jusqu’alors par les assemblées et l’établissement d’une situation plus cal- 
me. Il est dû également à ce que Lagrange s’intéresse alors beaucoup 
plus à certains aspects du travail de l’Académie, en particulier, la réfor- 
me du système des poids et mesures, qu’il prônait dès 17757. 
L’importante participation personnelle de Lagrange aux travaux des 
commissions académiques qui, jusqu’en août 1793, se consacrèrent à l’é- 
laboration et à la mise au point de la réforme du système des poids et 
mesures sera étudié dans l’exposé sur «Lagrange et la Révolution fran- 
çaise». Cet exposé envisagera de même sa participation aux travaux du 
«Bureau de consultation des arts et métiers», comme représentant de 
l’Académie et les autres aspects de son activité pendant la période révo- 
lutionnaire. Toutefois, cette évocation des rapports de Lagrange avec 
l’Académie royale des sciences ne peut ignorer que le 31 mai 1792 il épousa 


6 Le 14 avril 1791, dans une lettre à von Herzberg, Lagrange évoque encore la possibilité d’ef- 
fectuer un voyage à Berlin. 

6 Cf. O.L., XIV, p. 283-284. 

67 Cf. la lettre de Lagrange à Condorcet du 4 septembre 1775 (O.L., XIV, p. IV, p. 38). 

68 Sur le rôle joué par Lagrange dans la réforme des poids et mesures, voir la thèse de R.I. 
Champagne, The role of five eighteenth-century french mathematicians in the development of the 
metric system, Diss. Columbia University, 1979. Voir également notre second exposé «Lagrange 
et la Révolution française». 
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Adélaïde, fille de son confrère astronome Pierre-Charles Le Monnier, 
et que, le 5 juin 1792, le contrat de mariage entre les deux époux fut 
signé par le roi et la reine*”. En cette même année 1792, Lagrange fut, 
avec Berthollet, l’un des deux membres de l’ Académie des sciences à être 
nommé commissaire général des monnaies”, fonction assez lucrative 
qu’il n’exerça toutefois que pendant quelques mois. 


René TATON - Centre Alexandre Koyré (E.H.E.S.S.) - Paris 


6 Cf. G. Sarton, R. Taton, G. Beaujouan, «Documents nouveaux concernant Lagrange», Rev. 
Hist. Sci., t. 3, 1950, p. 110-132; spécialement P. 123-124. 


70 Almanach national... 1973, p. 432. 
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L’inventaire des manuscrits de Lagrange et la mécanique 
avec l’édition du manuscrit de Lagrange: 
«Differentes notes sur les ouvrages de mecanique» 


Maria Teresa BORGATO, Luigi PEPE * 


Lagrange a été parmi les premiers mathématiciens modernes qui ont 
eu en France une remarquable collection d'oeuvres complètes: les Oeu- 
vres de Lagrange ont été publiées en quatorze volumes (Paris, 1867-92) 
par les mathématiciens Alfred Serret (1819-1885) et Gaston Darboux 
(1842-1917) et par l’historien Ludovic Lalanne (1815-1898). 

Un des principaux problèmes qui s’est présenté à Serret, qui a com- 
mencé l’édition, a été la façon d’arranger les nombreux mémoires de La- 
grange. Serret, qui d’abord souhaitait une division par sujets, trouva 
cela impossible et décida de suivre l’ordre chronologique’: 


Quelques pièces dans lesquelles, sous un même titre, sont abor- 
dées les questions les plus diverses n’auraient pas permis de 
réunir en un même faisceau les recherches qui sé rapportent 
à une même branche de la Science; l’adoption pure et simple 
de l’ordre chronologique m’a semblé d’ailleurs plus respec- 
teuse pour la pensée de l’illustre Auteur. Cette considération 
était décisive et les Mémoires de Lagrange ont été reproduits 
dans l’ordre même de leur première publication®. 


Un exemple, peut-être significatif, de l’impossibilité d’une division 
par sujets des mémoires de Lagrange est donné par son mémoire Re- 
cherches sur les Suites récurrentes (Mém. Berlin, 1775)* où l’on trouve 


* Recherches supportées par le CNR. A.M. Lorrain a revisé ce texte pour la langue. 

Î L. Pepe, Sull'edizione delle opere di Lagrange, Actes du Colloque «Edizioni critiche e Sto- 
ria della matematica» (Trento, 1985) Pisa, 1986, pp. 109-122. Des remarques sévères, mais bien 
fondées on été faites à l’édition des Oeuvres de Lagrange dans G. Sarton. Lagrange’s personality 
(1736-1813), Proc. Am. Phil. Soc. 88 (1944) pp. 457-496. 

2? En effet dans les Oeuvres de Lagrange l’ordre chronologique est suivi seulement partielle- 
ment. Pour la chronologie des oeuvres de Lagrange la référence est à R. Taton, /nvenfaire chrono- 
logique de l’oeuvre de Lagrange. Revue d'Histoire des Sciences, 27 (1974) pp. 2-36. 

3 Oeuvres de Lagrange, 1 (1868) p. VI. 

* Oeuvres de Lagrange, 4 (1869) pp. 151-251. 
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pour la première fois la méthode «des constantes arbitraires» pour l’in- 
tégrale complète d’une équation différentielle lineaire d’ordre n: 


d?y 
dx? 


d'y 
dx" 


+...+" A 


Py+0Ÿ +R 


S’il est difficile de séparer les différents domaines des mathématiques 
dans l’oeuvre de Lagrange, il est presque impossible de diviser la méca- 
nique de l’analyse (ou de la géométrie). En effet, dès ses premières étu- 
des, Lagrange avait considéré ces disciplines inséparables et, dans les 
dernières années de sa vie, il confiait à Fréderic Maurice (1775-1851): 


Il avait fini par regarder comme assez inutile la lecture des 
grands traités d’analyse pure; il y passe, à la fois, un trop grand 
nombre de méthodes devant les yeux. C’était dans les ouvra- 
ges d’application qu’il étudiait les méthodes; il y jugeait de 
leur utilité, et y apprenaïit la manière de s’en servir. Il se bor- 
nait donc à consulter les grands ouvrages sur le calcul, à moins 
qu’il ne rencontrât des méthodes qui lui étaient inconnues, 
ou que leurs usages analytiques rendaient curieuses. Il di- 
sait qu’à peine instruit des premières méthodes d’analyse in- 
finitésimale, il avait entrepris la lecture de la Mécanique 
d’Euler, où il n’apprit pas seulement la Dynamique, mais en- 
core le Calcul intégral proprement dit; et qu’il se rappelait 
que ce travail avait singulièrement accru ses forces. Les beaux 
problèmes dont ce livre est rempli, lui facilitèrent beaucoup 
la lecture des Principes de Newton, dont il combinait l’étude 
avec celle de cet excellent ouvrage’. 


Dans cet endroit on trouve une référence à Newton. Et si on doit indi- 
quer un modèle pour Lagrange c’est justement Newton qu’il faut nom- 
mer, non seulement pour la mécanique, maïs aussi pour la Theorie des 
fonctions analytiques dont les liaisons avec la théorie newtonienne des 
fluxions et des séries ont été mises à jour dans des travaux récentsf. 


5 [Fréderic Maurice] Directions pour l'étude approfondie des Mathématiques, recueillies des 
entretiens de Lagrange, Le Moniteur universel, Paris, 26 février 1814. 

6 L. Pepe, Lagrange e la trattatistica dell’analisi matematica, Symposia Mathematica, 27 (1986), 
pp. 69-99. L. Pepe, Tre «prime edizioni» ed un'’introduzione inedita della Théorie des fonctions 
analytiques de Lagrange, Boll. Storia Sci. Mat. 6 (1986) pp. 17-44. 
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L’impossibilité d’un classement par sujets des ouvres publiées de La- 
grange, on la retrouve aussi pour les manuscrits. Donc c’est avec une 
remarquable approximation qu’on peut parler des parties de ces manu- 
scrits qui regardent la mécanique. 


Les manuscrits de l’Institut 


Une grande partie des manuscrits de Lagrange sont gardés dans la 
Bibliothèque de l’Institut de France. Ces manuscrits étaient chez Lagrange 
quand il mourut à Paris le 10 avril 1813 (il était né a Turin le 25 janvier 
1736). Ces manuscrits furent vendus, ainsi que la bibliothèque, par la 
veuve Adélaide le Monnier (1767-1833). La bibliothèque de Lagrange 
fut vendue à l’enchère (et on a le Catalogue de vente, imprimé}. 

Les manuscrits furent achetés par Lazare Carnot (1753-1823), Mini- 
stre de l’Intérieur, et déposés à l’Institut; M. Cardot, agent spécial et 
chef du Secrétariat de l’Institut en dressa un catalogue sommaire dont 
le titre est: «Etat des Manuscrits de M. de Lagrange» (l’original est dans 
les Archives de l’Académie des Sciences). Une commission nommée par 
la Classe des Sciences Mathématiques et Physiques de l’Institut impé- 
rial et composée par Adrien Marie Legendre (1752-1833), Gaspard de 
Prony (1755-1839), Siméon Denis Poisson (1781-1840) et Sylvestre- 
François Lacroix (1765-1843), fut chargée de l’examen des manuscrits 
de Lagrange. La commission eut sa première séance le 5 juin 1815 et 
travailla avec continuité jusqu’à la séance du 18 mars 1816; le 24 février 
1817 elle procéda à une nouvelle révision et enfin elle présenta à l’Aca- 
démie des Sciences un rapport (écrit par Lacroix) à la séance du 3 no- 
vembre 1817. On peut trouver ce rapport imprimé dans le tome XII (pp. 
387-388) des Oeuvres de Lagrange. 

Les commissaires «persuadés que le respect dû à la memoire de M. 
Lagrange ne permettait pas qu’on livrât à l’impression des écrits trop 
inférieurs à ceux qui avaient paru de son vivant» décidèrent de recom- 
mander la publication seulement de quelques pièces. Pour les papiers 
qui n’étaient pas destinés à l’impression, la commission écrit qu’ils doi- 
vent «après avoir été classés avec soin, être reliés en volumes, afin qu’on 
puisse les consulter au besoin, sans altérer leur ordre ou nuire à leur con- 


ra plus complète biographie de Lagrange est encore celle de F. Burzio, Lagrange, Torino, 
Utet, 1942. 

$ Catalogue des livres composant la Bibliothèque de feu M. le Comte Lagrange, Paris, Mer- 
lin, 1815. 


28 


servation, et qu’alors le dépôt en soit fait à la Bibliothèque pour notre 
usage et celui des savants étrangers qui voudraient en prendre connais- 
sance». Ce rapport est signé aussi par Fréderic Maurice, «qui avait été 
dans une liaison particulière avec M. Lagrange», coopté dans la com- 
mission. 

Les manuscrits de Lagrange avaient été examinés par les Commissai- 
res avec le plus grand soin: Legendre et Poisson avaient examiné les écrits 
d’astronomie, de mécanique céleste et sur le système du monde; les écrits 
de mécanique et physique avaient été étudiés par Prony, Poisson et La- 
croix; Poisson avait examiné aussi les écrits d’analyse (calcul intégral, 
équations différentielles et aux différences partielles, séries, théorie des 
fonctions); Legendre, les écrits d’analyse numérique, d’algèbre et de géo- 
métrie. Poisson avait été le plus actif parmi les commissaires, tandis que 
de Prony semble avoir fait moins de travail. 

Les manuscrits de Lagrange étaient divisés dans l’inventaire de Car- 
dot en huit paquets: 


paquet n. 1: Mécanique analytique, astronomie physique et Géométrie 
(48 pièces, 927 pp.). 

paquet n. 2: Sciences Physico-Mathématiques (13 pièces, 455 pp.) 

paquet n. 3: Géométrie, Analyse (63 pièces, 1286 pp.) 

paquet n. 4: Analyse indéterminée (3 pièces, 94 pp.) 

paquet n. 5: Notes diverses sur des calculs de Géométrie etc. (64 pp.) 

paquet n. 6: Notes sur differens Sujets qui ne sont pas de Géometrie. 
Errata pour mes ouvrages (4 pièces, 39 pp.) 

paquet n. 7: Lettres de d’ Alembert depuis 1759 jusq’en 1783 (95 lettres 
par d’Alembert, 18 par Eulero, 9 pièces, 4 mémoires 
d’Euler) 

paquet n. 8: Manuscrits des ouvrages imprimés. 


Les manuscrits de Lagrange furent, suivant la suggestion de la Com- 
mission, reliés en seize volumes (dix en folio, et six en quarto) et dépo- 
sés dans la Bibliothèque de l’Institut; on trouve une description sommaire 
de ces manuscrits dans le Catalogue des manuscrits des bibliothèques 
publiques de France. Paris, Bibliothèque de l’Institut, Ancien et nou- 
veau fond, Paris, 1928, p. 215. Malheureusement on y trouve les pa- 
piers de J.L. Lagrange mêlés avec les papiers de E. Lagrange (fin du 
XIXème siècle). Les «vrais» papiers de Lagrange sont classés sous les 
nn. 901-916 du catalogue. 

Voilà les titres des seize volumes: 


910: Sur le mouvement des corps célestes considérés comme des Points 
902: Sur le Système du monde 
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903: Mécanique et Physique 

904: Sur le Calcul intégral 

905: Sur les différences partielles 

906: Sur les Séries 

907: Sur la théorie des fonctions 

908: Sur l’analyse algébrique déterminée et indéterminée 

909: Arithmetique, Géométrie, questions diverses 

910: Sur le système métrique et les Monnoies 

911: Réflexions sur la formation et l’intégration des équations différen- 


tielles 


912: Sur le Système du Monde 
913: Théorie Générale des perturbations des Planètes 
914: Lettres d’Euler. Questions diverses (sur la formation des séries, mé- 


moires sur les microscopes etc.) 


915: Lettres de d’Alembert et d’autres. Discours de réception de Lagrange 


à l’Ac. de Berlin etc. 


916: Sur les rentes viagères 


Les notes sur les ouvrages de mécanique 


Le neuvième volume en folio des manuscrits de Lagrange de l’Insti- 


tut (Ms. 909) contient, sous le titre «Arithmétique, Géométrie, questions 


di 


cm ar ee les lo euts-]h 


verses» les pièces suivantes: 


. Leçons sur l’Arithmétique. f. 2. 


. Leçons sur la Géométrie. f. 7. 
. Sur la Théorie des Parallèles. f. 17. 


. Leçons sur la Trigonométrie. f. 44. 


. Note sur la solidité de la Pyramide. f. 51. 
. Sur la surface des Triangles sphériques, f. 53. 


. Sur un Problème de l’Arithmétique universelle. f. 58. 
. Sur la Géométrie des Indivisibles. f. 62. 
Sur le théorème de J. Grégori pour les quadratures du cercle. f. 67. 


. Sur la courbure des Surfaces. f. 72. 
. Sur les alignemens. f. 76. 


[Deux mémoires de Monge en forme de lettres à La Grange. f. 77 
et 79]. 


M.Sur la théorie des Planètes de Ptolomée. f. 84. 


(avec des remarques de Delambre sur des notes de La Grange f. 85). 
. Sur les calculs astronomiques des Hindous. f. 95. 


. Sur les méthodes pour corriger les distances des astres. f. 100. 


P. Compas de réduction pour la distance apparente des astres. f. 108. 
(f. 116, programme imprimé du prix pour l’année 1792). 

. Différentes notes sur les ouvrages de mécanique et sur ceux d’Algè- 
bre fus: 

. Sur la machine de Trouville. f. 135. 

. Sur les Tissus. f. 138. 

. Notes et Extraits d'ouvrages divers. f. 141. 

. Brouillons de Calcul. f. 184. 


CAES 


Il s’agit en général de mémoires inachevés, de brouillons de calcul, 
de notes historiques sur des ouvrages d’analyse ou de mécanique, que 
la Commission n’a pas considérés dignes d’être imprimés. Nous y trou- 
vons aussi le mémoire inachevé lu à l’Académie des Sciences en 1806, 
sur la théorie des parallèles. Parmi ces pièces-là, une partie assez homo- 
gène a été recuellie sous un titre unique: «Différentes notes sur les ou- 
vrages de mécanique et sur ceux d’Algèbre» (f. 141). Les notes sur les 
ouvrages de mécanique ont les titres suivants: 


— Note pour l’avertissement de la nouvelle mecanique de Varignon (119 r) 

— Note sur la Mécanique de Guido Ubaldo (119 r) 

— Note sur les oeuvres de Stevin en français imprimées par les Elzevirs 
en 1634 (120 r) 

— Note sur les mecaniques de Galilée (121 r) 

— Notice du Traité de Mecanique de Roberval (123 r) 

— Note sur la mecanique de Descartes (126 r) 

— Pardies Jesuite. La statique ou la science des forces mouvantes par 
le P. Gaston Pardies Paris 1673 in 12° (127 r) 

— Lamy de l’oratoire. Traité de mechanique de l’equilibre des solides 
et des liqueurs. Par le P. Lamy à Paris 1679, in 12° (129 r) 

— Casati jesuite. Casati Soc. Jesu Mechanicorum libri octo Lugduni 1684 
(130 r) 

— Notice du Traité de Mechanicis de Jean Baptiste Benedicti (131 r) 

— Note pour un ecrit latin de Roemer inseré dans les registres de l’Aca- 
démie des Sciences du 9 Juillet 1674 (133 r) 


Ces notes, publiées intégralement en appendice, avec la reproduction 
des figures du texte et l’indication à côté des feuillets, nous donnent les 
sources des notes historiques si fréquentes dans les ouvrages de Lagran- 
ge) surtout dans les deux éditions de sa Mécanique analytique (première 
édition, Méchanique analitique, 1788). 

Dans la seconde édition de la Mécanique analytique (Paris, deux vo- 
lumes 1811-1815) des notes historiques sont placées, sous le titre «Sur 
les différens Principes de la Statique», au début de la première partie 
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La statique (I, pp. 1-26); elles ont une remarquable fonction dans le tex- 
te, soit par leur ampleur, soit parce qu’elles servent à introduire le «prin- 
cipe des vitesses virtuelles» (p. 22). D’autres notes historiques introduisent 
l’'Hydrostatique (I, pp. 174-181), la Dynamique («Sur les différens prin- 
cipes de la Dynamique», I, pp. 221-246); enfin, aussi l’Hydrodynami- 
que a sa préface historique (II, pp. 277-285). 

Les «notes sur les ouvrages de mécanique» qui maintenant vont voir 
le jour, ont été refondues, la plupart, dans la préface historique à la sta- 
tique: «Sur les différens Principes de la Statique» (I (1811), pp. 1-26). 
Sous le même titre la première édition de l’ouvrage (Méchanique anali- 
tique, Paris, Desaint, 1788) ne contient que douze pages; donc ces notes 
ont été considérablement modifiées: c’est pourquoi Lagrange a utilisé 
ses «notes sur les ouvrages de mécanique» dont la composition peut être, 
en consequence, fixée dans la période 1788-1811. Si l’on examine les su- 
jets des «notes sur les ouvrages» en relation avec les deux éditions de 
la Mécanique analytique, on trouve les références à Varignon, Stevin, 
Galilée dans les deux éditions, mais la deuxième est bien plus riche et 
plus correct (par exemple au sujet de Varignon, voir 1788, pp. 7-8 et 
1811, p. 16). On trouve des références à Guido Ubaldo del Monte, à 
Pardies, Lamy et à A. Girard seulement dans l’édition 1811, mais le ma- 
nuscrit est bien plus riche. Le manuscrit contient aussi des références 
aux travaux de statique de Paolo Casati, G.B. Benedetti et Rômer, mais 
on n’y retrouve pas d’autres notes imprimées (par exemple sur Archi- 
mède). D’autre part ces notes de Lagrange sont bien remarquables par- 
ce qu’elles nous indiquent d’une façon exacte le procédé de son travail. 

Lagrange lisait sans intermédiaires les ouvrages originaux qu’il mar- 
quait dans ses notes historiques et il se faisait des comptes rendus con- 
cernant les sujets les plus intéressants. Tantôt il modernisait l’écriture, 
mais il cherchait toujours à comprendre le sens des ouvrages en les com- 
parant à d’autres ouvrages antérieurs ou contemporains. Dans certain 
cas (par exemple quand il parle du mot moment en Galilée) il cherchait 
à retrouver le sens original du mot pour en donner de nouvelles 
applications°. 

C’est ici qu’on retrouve le côte érudit de Lagrange historien que Au- 
guste Comte désignait comme «le seul géomètre qui ait dignement aper- 
çu l’alliance ultérieure de l’esprit historique avec l’esprit scientifique, 


? M.T. Borgato, La storia delle matematiche nell’opera di Lagrange. Actes du Colloque «Pietro 
Riccardi e la storiografia delle matematiche in Italiay Modena, 1987, Bologna, Pitagora, 1989, 
pp. 107-131. 
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destinée à caracteriser la plus haute perfection des speculations po- 
sitives» 10. 

Enfin, la reproduction directe des figures tirées des manuscrits de La- 
grange et insérées dans ses textes, semble avoir un intérêt, pas seulement 
pour l’édition critique du texte. En effet nous retrouvons ici les figures 
que Lagrange employait dans son étude, mais qu’il a voulu éliminer de 
son ouvrage. Il écrivait dans l’ Avertissement de la Mécanique Analytique: 


On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les mé- 
thodes que j’y expose ne demandent ni constructions, ni rai- 
sonnements géométriques ou méchaniques, mais seulement 
des opérations algébriques, assujetties à une marche réguliè- 
re et uniforme. 


Mais les figures qui ne sont pas dans son livre sont dans ses manuscrits. 


[118 r] Differentes notes sur les Ouvrages // de mechanique, // «et sur 
ceux d’algebre» [Paris, Bibliothèque de l’Institut. Papiers du Comte J.L. 
Lagrange MS 909: 118r-133r] 


[119 r] «Note pour l’avertissement de la nouvelle mecanique!! de 
Varignon/”?. 


Le mémoire sur les poulies dont il est question se trouve dans les nou- 
velles de la republique des lettres (de Bayle) moi de mai 1687 au lieu de 
1685. 

Dans ce memoire on considère l’equilibre d’un poids soutenu par une 
corde qui passe sur une poulie et dont les deux parties ne sont pas paralleles. 

Il n’emploie pas ou ne fait mention du principe de la composition 
[119 v] des forces, maïs il emploie les theoremes dejà connus sur les poids 
soutenus par des cordes, et il cite la statique de Pardies!* et de Chales/*. 


10 Auguste Comte, Cours de Philosophie positive, Deuxième éd. Paris, 6 (1864) p. 469. 

11 Nouvelle mecanique ou statique … ouvrage posthume de M. Varignon, Tome premier, Pa- 
ris, Jombert, 1725 (Avertissement, aij). 

12 Pierre Varignon (1654-1722). 

13 Nouvelles de la République des lettres mois de Mai 1687, Amsterdam, Desbordes, 1687. 
Article II. Demonstration generale de l’usage des Poulies à Moufles par M. Varignon, pp. 487-498, 
Varignon avait écrit aussi un: Project d’une nouvelle mechanique avec un examen de l’opinion 
de M. Borelli sur les propriétes des Poids suspendus par des cordes, Paris, 1687. 

14 Ignace Gaston Pardies (1636-1673). 

15 Claude François Milliet Deschales (1621-1678). 
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Il emploie aussi dans une seconde demonstration la consideration du le- 
vier, en regardant la droite que joint les deux points ou la corde aban- 
donne la poulie comme un levier.» 


[119 r] Note sur la Mécanique de Guido Ubaldo'f. 


L'ouvrage de Guido Ubaldo est intitulé Guidi Ubaldi e marchionibus 
montis Mecanicorum liber. Pisauri 1577. apud Hieronimum Concordiam. 

Il est divisé en sections, dont les titres sont de libra, de vecte, de tro- 
clea, de axe in peritrochio, de cuneo, de coclea. 

En 1588 il a donné un commentaire sur les deux livres d’Archimede 
aequeponderantium\'. 

En 1615 a paru l’ouvrage postume de Coclea libri quatuor publié par 
son fils comme on le voit par la preface. Venetiis apud Evangelistam 
Deuchinum'*. 


[120 r] Note sur les Oeuvres de Stevin!? en français imprimées par les 
Elzevirs en 1634. 


Ces Oeuvres” ne sont qu’une traduction fidèle des Hypomnemata 
mathematica donnée par Stevin en deux volumes à Leide en 1605?!. 

La Statique divisé en 5 livres avec les Additions en 4 parties est exac- 
tement la meme dans les Aypomnemata où elle forme le tome IV que 
dans la traduction de Girard??, avec les memes figures; ce que j’ai 
verifié. 

Je crois qu’on en peut dire de meme du reste. Les additions de Gi- 
rard consistent en des notes separées du texte. 

Ainsi on peut dire que tout cet ouvrage a paru en 1605 date de l’edi- 
tion latine sous le titre cité. 


16 Guido-Ubaldo del Monte (1545-1607). 

17 Guidiubaldi e marchionibus montis, in duos Archimedis aequeponderantium libros Para- 
phrasis scholijs illustrata, Pisauri, apud H. Concordiam, 1588. 

18 Guidi Ubaldi e marchionibus Montis De Cochlea libri quatuor, Venetis, Apud Evangeli- 
stam Deuchinum, 1615. 

19 Simon Stevin (1548-1620). 

20 Les Oeuvres mathematiques de Simon Stevin de Bruges, ou sont inserés les Memoires ma- 
thematiques… le tout revu, corrigé, et augmenté par Albert Girard, Leyde, Elsevier, 1634. 

21 Edition latine des oeuvres de Stevin par Willebrord Snell (1591-1626). 

22 Albert Girard (?-1633). 
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[121 r] Note sur les mecaniques de Galilée 


En 1634 Mersenne a publié a Paris in 8." /es Mecaniques de Galilée 
avec plusieurs additions traduites de l'Italien. À Paris chez Henri 
guenon”. Cette traduction est conforme au traité italien de Galilée qui 
a pour titre Della scienza mecanica e delle utilità che si traggono dagli 
instromenti di quella et qui a paru pour la premiere fois a la fin du tome 
l' de la premiere edition des oeuvres de Galilée en deux volumes faite 
a Bologne en 1655. Il y a seulement dans la traduction de Mersenne 
quelques additions en forme de commentaire, où l’on ne donne rien de 
particulier. 

Dans cette meme edition on trouve la lettre de Galilée au P. Castelli 
de 1639 dans laquelle il lui envoi la demonstration du theoreme sur l’e- 
galité des vitesses acquises en descendant de hauteurs egales, et cette meme 
demonstration inserée dans le scholie de la 2% prop. des Discours sur 
le mouvement accéléré à p. 177 de l’edition de Leide”, comme Galilée 
le desiroit dans la meme lettre. 

[121 v] Il faut remarquer dans cette mecanique 


I. La definition du moment 

Le moment est l’inclination du meme corps lorqu’elle n’est pas seule- 
ment considerée dans le corps, mais conjointement avec la situation qu’il 
a sur le bras d’un levier ou d’une balance. 

Supp. Le centre de gravité de deux corps egalement pesans est au mi- 
lieu de la ligne qui joint les deux corps. 

Galilée remarque encore expressement que pour l’equilibre, il faut me- 
surer les distances au point d’appui par les distances horizontales entre 
les verticales passant par le point d’appui et les poids. 

Pour determiner le moment sur le plan incliné il considere le levier 
angulaire ABF, et mobile autour d’un centre C [centre B] [122 r] il re- 
marque que le moment du poids en F est au moment qu’il avoit etant 
en C comme BK:BC, d’ou il conclut que la proportion du moment total 
et absolu du mobile dans la perpendiculaire a l’horizon avec le moment 
qu’il a sur le plan incliné est la meme que la proportion de FH:FK, ou de 


2 Les mechaniques de Galilée Mathematicien et Ingenieur du Duc de Florence. traduites de 
l'Italien par L.P.M.M. (Marino Mersenne). Paris, Guenon, 1634. 

24 Opere di Galileo Galilei, in Bologna per gli HH. del Dozza, 1655-56 (deux volumes). Mais 
Luca Danesi (1598-1672) avait publié à Ravenna (1649) l’ouvrage de Galilée Della Scienza mecanica. 

25 Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove scienze, attinenti alla Meccani- 
ca e i Movimenti locali, del signor Galileo Galilei, Leida, Elsevirii, 1638. 
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la longueur du plan à la hauteur. Sur quoi Galilée remarque ensuite que 
quand deux poids sont en equilibre l’un sur un plan incliné et l’autre 
dans la perpendiculaire celui-ci doit etre a celui-la comme la longueur 
du plan à la hauteur, et qu’alors si celui-ci descend d’un espace vertical 
egal à la longueur du plan l’autre ne montera que d’un espace egal à 
la hauteur. 

Galilée n’examine pas l’equilibre des poids soutenus par des cordes. // 


[123 r] Notice du Traité de Mecanique de Roberval?$ 


Ce traité se trouve dans l’Harmonie universelle de Mersenne impri- 
mé a Paris en 1636’. 

Il ne parle pas des Mecaniques de Galilée imprimées en 1634 il sup- 
pose seulement ce qu’Archimede Guideubaldi Luc valere ont donné. 


26 Gilles Personne de Roberval (1602-1675). 

27 Traité de mechanique des poids soutenus par des puissances sur les plans inclinez à l’Hori- 
zon dans Harmonie universelle, contenant la théorie et la pratique de la musique, Paris, Cramoisy, 
1636 pp. 1-36 (plusieurs paginations). 
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Def. La ligne de direction d’un poids ou d’une puissance est une li- 
gne droite menée du centre de pesanteur du poids ou du centre de la puis- 
sance vers le lieu auquel le poids ou la puissance aspire soit en tirant 
en poussant ou en resistant soit en mouvant librement soit en coulant 
et en glissant. 

Axiome. En quelque lieu que l’on mette une meme puissance dans 
sa ligne de direction, elle tirera ou poussera egalement, il en sera de me- 
me d’un poids. 

N.B. Ce principe tres fecond paroit ici pour la premiere fois. Rober- 
val demontre par la l’equilibre de la balance inclinée a bras egaux. 

[123 v] Roberval demontre la proportion de la puissance au poids sur 
le plan incliné par le moyen du levier. 


À 


D PE) (CD PER 
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Il remarque que le poids P sur le plan incliné AB fait le meme effet 
que s’il etoit attaché au rayon cP perpendiculaire au plan et mobile au- 
tour de c; qu’alors si on considere le levier plié ACP, dont le bras Ac = 
cP, la puissance qui agit parpendiculairement a cP suivant la direction 
du plan pour y retenir le poids P fait le meme effet d’un poids egal atta- 
ché au point h du levier. Ainsi il faut que dans le levier AcP, il y a equili- 
bre. Or on a P:Q=ch:cf par le principe du levier et par l’axiome prec. 
donc P:Q=ch:cf=cP:cf= AB:BC comme Stevin l’avoit trouvé. 
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Roberval cherche aussi la proportion du poids a la puissance lorsque 
la direction de celle-ci est oblique au plan. 

[124 r] Si la puissance Q tire suivant la ligne inclinée PO, alors ayant 
mené la perpendiculaire CD sur sa direction, il demontre que 
P:Q=CD:CF parce que la puissance Q agit comme si elle etoit appli- 
quée au bras CD du levier angulaire et que le poids P agit comme s’il 
etoit appliqué au bras CF. 


Se A prop PS 
LD fn ro de dc 


De la Roberval demontre la proportion du poids aux puissances qui 
soutiennent le poids par deux cordes qui s’unissent au poids. Car on peut 
regarder CP et PQ comme deux cordes qui soutiennent le poids P. Ain- 
si on a d’abord P:Q = CD:CF; et l’on aura de meme P:C = QG:OF, ayant 
mené QG perpendiculaire sur la direction CP. 

Or si V’est l’intersection des deux perpendiculaires Roberval remar- 
que que la similitude des triangles CDO, CVF donne CD:CF=CO:CV, 
et la similitude des triangles CGO, FOV donne OG:QF=QC:QOV; Ainsi 
P'O=CO:CF /P:C=CO:OF: donc P'O0:C= CO: Cr OF: 

[124 v] Donc conclut Roberval (corol., apres le sch. de la prop. IT) 
de ce qui a ete demontré il est clair que le poids est homologue à la ligne 
menée d’une puissance à l’autre (il faut ajouter horizontalement) et les 
puissances sont homologues reciproquement aux lignes menées des me- 
mes puissances jusq’au point de concours des perpendiculaires du trian- 
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gle. Ainsi le poids et les deux puissances sont homologues aux cotés de 
ce triangle. 

Dans le 2 scholie il observe que les triangles CDF et OGD [QGF] 
sont semblables au triangle OCV. Car la figure CFDP est inscriptible 
dans un cercle, ainsi que la figure OFGP a cause des angles droits DFG. 
Ainsi l’angle D est egal à l’angle CPF. Or celui-ci est le complement de 
C dans le A CPF, et dans le A COG, Q est aussi le complement de C. 
Donc l’angle COG = CDF. Ainsi les deux triangles CVQ, CDF sont sem- 
blables; et de meme le triangle OGF sera semblable aussi. On aura donc 
aussi P:Q:C= CD:FD:CF = GQ:GF:FQ. D'ou Roberval tire cette conclu- 
sion (scholie II). 

En tous les cas le poids et les deux puissances sont [125 r] toujours 
homologues aux trois cotés d’un triangle lequel triangle est formé des 
deux perpendiculaires qui tombent d’une meme puissance l’une sur la 
ligne de direction du poids l’autre sur la corde de l’autre puissance, et 
de la ligne menée de l’une de ces perpendiculaires à l’autre. 

Que si de quelque point pris en la ligne de direction du poids on mene 
une ligne parallele a l’une des cordes jusqu’à l’autre corde le triangle 
formé de cette parallele, de la ligne de direction, et de la corde sera sem- 
blable au triangle susdit et par consequent ses cotés seront homologues 
au poids et aux deux puissances. Ce qu’un Geometre prouvera facile- 
ment avec plusieurs autres proprietés que nous laissons. 

«Dans les oeuvres de Fermat (p. 138) il y a une lettre de Roberval 
à Fermat#, où il donne le principe qu’on appelle maintenant des mo- 
mens. Fermat fait contre la theorie de Roberval de mauvaises objections 
[125 v] fondées sur ce que la pesanteur n’agit pas suivant des lignes pa- 
ralleles comme Roberval le suppose maïs suivant des lignes inclinées et 
qui concourrent au centre de la terre.». 


[126 r] Note sur la mecanique de Descartes 


On trouve le Traité de mecanique de Descartes dans l’Edition de son 
Discours de la methode faite à Paris en 1668 chez Charles Angot. 
C’est la meme qui se trouve dans les Opera postuma traduit en latin. 
Il avoit eté composé en 1636, mais il a paru pour la premiere fois dans 
l’edition ci-dessus apres la mort de Descartes. Ce traité se trouve au re- 


28 Lettre de Monsieur de Roberval à Monsieur de Fermat du 11 octobre 1636 dans Varia Ope- 
ra mathematica D. Petri de Fermat senatoris tolosani, Accesserunt selectae quaedam ejusdem Epi- 
stolae. Tolosae, Pech, 1679, pp. 138-141. 
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ste par le fond dans les lettres 73 et 74 du tome I* imprimé en 1667, 
mais la lettre 74 est de l’année 16387. 


[127 r] Pardies Jesuite*° 


La statique ou la science des forces mouvantes par le P. Gaston Par- 
dies Paris 1673 in 12°. 
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Relativement au plan incliné pour trouver la proportion du poids 
à la puissance qui retient le globe sur le plan, il considere dans le globle 


2 Discours de la methode pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences, plus 
la dioptrique, les meteores, la mechanique, et la musique, qui sont des essais de cette Methode par René 
Descartes, Paris, Angot, 1668. Traité de la mechanique pp. 1-52 (plusieurs paginations). De mechanica 
tractatus una cum elucidationibus N. Poissonii dans R. Des-Cartes opuscula posthuma, physica et 
mathematica, Amstelodami, Blaeu 1704. Lettres de R. Descartes, où sont traitées les plus belles questions 
touchant la morale, la physique, la medicine et les mathématiques. Paris, 1667. 

= Ignace Gaston Pardies (1636-1673). 
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le levier angulaire bac, et supposant tout le poids du globe en c il obser- 
ve que le poids agit par le bras de levier ba, et la puissance par le bras 
ca, le point a du contact etant le point d’appui ce donne le poids à la 
puiss. = ca:ba= AB:BC ce qui est exact. 
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Ensuite il considere un poids B soutenu par deux cordes aB, AB. Pour 
trouver la proportion du poids B a ce que porte chaque corde, il consi- 
dere d’abord une corde comme AB roidie, et mobile autour de À, alors 
le levier AB est tiré suivant BH, par le poids [127 v] et suivant Ba par 
la corde. Les bras de levier sont FA et AG [ACT ainsi poids a puiss. comme 
AC:FA; et de meme pour l’autre corde comme Ac:AF supposant AC, 
Ac perpendiculaires sur les cordes prolongées. 

Ensuite ayant tiré les FG, Fg paralleles aux cordes il demontre 
AC:AF=FB:Bz, et de meme ac:aF =FB:BG, par la consideration des 
sinus, ce qui donne la proportion des diagonales aux cotés, ce qui est 
exact. 

Il faut remarquer que dans ce traité Pardies demontre les proprietés 
de la Chainette. Il remarque que rien ne changeroit si une partie de la 
chaine se roidissoit, et que si au lieu d’etre attachée aux points E, e, elle 
etoit attachée au tangentes FA, fa, c’est a dire aux fils FA, fa, tout re- 
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steroit immobile d’ou il conclut que le point de concours B doit se trou- 
ver dans la verticale qui passe par le centre de gravité de la portion Aa. 
De la il prouve par les proprietes de la parabole que la chainette ordi- 
naire ne peut pas etre parabole comme quelques uns le croient. 

[128 r] Car par une proprieté connue de la parabole le concours B 
de deux tangentes est dans une ligne BF egalement eloigné de deux pa- 


ralleles tirées par les points de contact À et a. Or le centre de gravité 
de l’arc Aa ne tombe pas dans cette ligne. Il y tomberoit si le poids de 
chaque portion de la courbe etoit proportionnel a la partie correspon- 
dante de l’arc Fa. 

Si la courbe etoit une section conique quelconque alors le concours 
de deux tangentes passeroit par la ligne qui partant d’un des foyers divi- 
seroit en deux l’angle formé par les lignes tirées du meme foyer aux deux 
points de contact. 

Montucla dans son histoire (tome 2 p. 468 2 edit.) dit que quelques 
mathematiciens (les PP. Pardies et de Lamy) s’etoient efforcés d’etablir 
par d’amples paralogismes que la courbure de la chainette etoit une pa- 
rabole. On voit qu’il se trompe a l’egard de Pardies. 

On peut dire que Pardies avoit determiné la chainette et qu’elle n’a- 
voit plus qu’a etre mise en equation par le calcul differentiel, ce que Jean 
Bernoulli et d’autres ont fait en 1690. 


42 


[128 v] Si Db est la tangente horizontale et dD une tangente quelcon- 
que suivant Pardies p. 131 le centre de gravité de l’arc db tombera 
dans la verticale DE. 


xd DE 
Soit adb=x, ad=7y, on aura bD=y-— a et le centre de gravité de 


|y ds 
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, $ etant l’arc. 
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SX = y ds; donc div. par x, dyds+sd?y=0; et integr. 


d k 
sdy=Kk dx, ee = — solution de J. Bernoulli (tome 3, p. 493). 
DRE 


Au reste il faut avouer que ce petit traité de Pardies n’est pas exempt 
d’erreur relativement a la communication du mouvement; il nie la force 
d'inertie, et que la vitesse se communique en rayon inverse de la masse 
du corps auquel le mouvement est communiqué (p. 84 et suiv.) mais dans 
la partie de la statique est tres exact. 
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[129 r] Lamy*! de l’oratoire 


Traité de mechanique de l’equilibre des solides et des liqueurs. Par 
le P. Lamy 1679, in 12°. 


Il y donne une fausse theorie du plan incliné. Il pretend que la sphere 
X etant posée sur le plan incliné qu’elle touche par le point, ce que porte 
AB est a ce qu'il ne porte pas comme PG:EP; et de la comme BA:AC 
parce que le poids etant concentré en P le plan porte le levier EG com- 
me s’il etoit appuyé au point E. (prop. 21). 

De la il trouve (prop. 22) que le plan est chargé de la partie 


AB 
REX 
AB+AC 


Ensuite (prop. 26) il pretend que si le poids est tiré suivant une direc- 
tion PF parallele au plan, ce que le plan porte de cette sphere a ce que 


31 Bernard Lamy (1640-1715). 
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porte la puissance appliquée en F comme PF:PE, ce qu’il demontre etre 
comme BC:AC. 

Il pretend aussi, qu’en considerant le poids de la sphere ramassé dans 
le levier FG ce que porte la puissance appliquée en G a ce que porte le 
plan en N est comme EH:EG ou comme AC:B8C. 

[129 v] Enfin il conclut que lorsque deux corps pesants attachés par 
une meme corde sont en equilibre sur deux plans de meme hauteur, alors 
ce que l’un des plans porte est a ce que porte l’autre, comme leurs ba- 
ses; ce qu’il deduit de ce que les parties non portées par les plans doi- 
vent etre egales. 


De la il trouve erroné le theoreme qui donne pour l’equilibre les deux 
poids en meme raison que les longueurs des plans; et il reprend la de- 
monstration tirée de la chaine de Stevin sur ce que la chaine pendante 
n'aura pas une courbure egale des deux cotés et que le mouvement per- 
petuel n’est peut etre pas impossible. 

Ce traité est ainsi rempli de faussetés. Il faut voir la 2“ edition??. 


32 Deuxième édition, Paris, 1687. 
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[130 r] Casati* jesuite 


Casati Soc. Jesu Mechanicorum libri octo. Lugduni 1684*. 

Il demontre que la gravitation perpendiculaire ou totale à la gravita- 
tion sur le plan, comme la longueur du plan à la hauteur, parce que en 
faisant mouvoir les poids par des espaces egaux l’un perpendiculaire- 
ment l’autre sur le plan, celui-ci ne parcourt perpendiculairement qu’un 
espace qui est à l’autre comme la hauteur à la longueur. (liv. 1 chap. XIII). 

Mais il pretend ensuite (chap. XIV) que la pression des corps sur le 
plan est la difference de la gravitation totale et de la gravitation sur le 
plan. Si P est le poids i l’inclination du plan Pcosi est la gravitation sur 
le plan; et suivant lui P(1-cosi) ou Psin.v.i est la gravitation contre le plan. 

De la il derive une theorie erronée de l’equilibre d’un poids soutenu 
par deux cordes. Il regarde chaque corde comme faisant l’effet d’un plan 
perpendiculaire à la corde, et la tension de la corde comme egale a la 
gravitation contre le plan; ainsi egale a Psin.v.i, i etant l’inclination de 
la corde à l’horizon ce qui est faux. 

[130 v] Ensuite l’auteur compose les momens de deux cordes par les 
regles de la composition des mouvemens et il en deduit le moment com- 
posé, soit des deux momens suivans les cordes, soit des deux momens 
perpendiculaires aux cordes; et il trouve par des applications numeri- 
ques qu’un corps retenu par deux cordes peut avoir pour descendre un 
moment composé plus grand que le moment primitif qu’il auroit s’il n’é- 
toit retenu par une seule corde perpendiculaire. 

Tout cela est un galimatias qui ne signifie rien. 

Mais on voit ici le premier exemple de la composition des forces quoi- 
que mal appliquée. 


[131 r] Notice du traité de Mecanicis de Jean Baptiste Benedicti* 


Jo. Baptista Benedicti Patricii Veneti Philosophi diversarum specu- 
lationum mathematicarum et phisicarum Liber”, au verso Theoremata 


#3 Paolo Casati (1617-1707). 

#4 Mechanicorum libri octo, in quibus uno eodemque principio vectis vires physice explican- 
tur et geometrice demonstrantur, atque machinarum omnis generis componendarum methodus pro- 
ponitur, Lugduni, Apud Anissonios, Posuel et Rigaud, 1684. 

3 Giambattista Benedetti (1530-1590). 

3% Diversarum speculationum mathematicarum et physicarum liber, Taurini, Apud Haeredem 
Nicolai Bevilaquae, 1585. 
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arithmetica. De rationibus operationum perspectivae. De mechanicis. Di- 
sput. in 5 lib. Euclidis ph. et math. respons. per epistolas. 


Taurini apud eredem nicolai bevilaquae MDLXXXV. in folio. 

Il paroit etre le premier qui ait etendu la théorie du levier d’Archime- 
de, et qui ait prouvé qu’une force appliquée a un levier dans une direc- 
tion quelconque agit par le bras du levier mais perpendiculairement depuis 
l'appui sur la direction de la force. 
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D'abord dans la 2% proposition il considere le levier angulaire FBD, 
chargé de deux poids [131 v] aux points F et D; il observe que l’effet 
du poids F seroit le meme s’il etoit suspendu en au fil Fu, et que dans 
ce dernier cas il seroit encore le meme s’il etoit attaché en # au bras Bu 
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pourvu que le bras Bu fut solidement attaché au bras FB ou au bras BD. 
Il en seroit de meme si le poids etoit en e attaché au bras Be. 

Dans le Chapitre III il prouve 

Quod quantitas cujuslibet ponderis aut virtus movens respectu alte- 
rius quantitatis cognoscatur beneficio perpendicularium ductarum a cen- 
tro librae ad lineam inclinationis. 


Imaginemur, dit il, libram boa fixam in centro o ad cujus extrema 
sint appensa duo pondera aut duae virtutes moventes e et c etc. 

Imaginemur lineam ot perpendicularem lineae ca … 

[132 r] Secetur deinde imaginatione oa in puncto i ita ut, oi equalis 
sit ot et puncto i appensum sit pondus equale ipsi c supponendo pondus 
aut virtutem c ea ratione majorem esse ea quae est e, qua bo major est 
ot, ex. 6 lib.1 Archimedis boi non movebitur situ, sed si loco oi imagi- 
nabimur ot consolidatam cum ob et per lineam tc attractam virtute c 
similiter quoque continget ut bot communi quadam scientia non mo- 
veatur situ. Est ergo quod proposuimus etc. 
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Dans le Chap. XXI de vera et intrinseca causa troclearum. Il calcule 
le rapport de la force f au poids Æ en considerant chaque poulie comme 
un levier, les poulies tirées comme des leviers dont l’appui est fixe, et 
les poulies mobiles, comme des leviers tirés aux deux extremités par des 
forces egales et chargées au milieu par un poids double de chaque force. 


[133 r] Note pour un Ecrit latin de Roemer”” inseré dans les registres 
de l’Academie des Sciences du 9 Juillet 1674. 


Sur la maniere d’expliquer les proprietés du plain incliné par le mou- 
vement circulaire d’un rayon rigide autour d’un centre fixe. 


37 Ole Rômer (1644-1710). 


49 


Le poids B etant retenu sur le plan incliné DC par la corde BFG ten- 
due par le poids G, on substitue au plan incliné un rayon rigide AB per- 
pendiculaire au plan, et mobile autour d’un centre fixe À, auquel on 
suppose que le corps B est fixement attaché. En representant le poids 
de B [133 v] par un egal poids Æ qui tend la corde BE, on a un levier 
AB tiré suivant les directions BF et BE par les deux forces egales aux 
poids G et E. Qua causa manifestum est ex mecanicis quod traens F rap- 
portu traentis E valeat ut perpendicularis AM in cordam FB ad perpen- 
dicularem AN in cordam EB … Ideoque momenta sunt ut AN ad AM, 
ut sinus anguli ABN ad sinum anguli ABM... Hinc si corda BF paralle- 
la sit plano, momenta erunt ut altitudo plani ad longitudinem. 


Maria Teresa BORGATO, Luigi PEPE - Dipartimento di Matematica Univer- 
sità, Via Machiavelli 35 - 44100 FERRARA. 
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Quels fondements pour la Mécanique analytique? 


Patrice BAILHACHE 


La Mécanique analytique de Lagrange comprend deux parties, la sta- 
tique et la dynamique, chacune d’entre elles étant subdivisée en deux sous- 
parties consacrées aux corps solides d’une part, aux fluides d’autre part. 
Mieux que d’Alembert, mieux qu’Euler, Lagrange réalise en elle l’orga- 
nisation et la rationalisation de la mécanique: 


«je me suis proposé de réduire! la théorie de cette Science, et l’art 
de résoudre les problèmes qui s’y rapportent, à des formules géné- 
rales, dont le simple développement donne toutes les équations né- 
cessaires pour la solution de chaque problême.»? 


«On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage», ajoute l’auteur, 
comme si cette absence était une preuve tangible du triomphe de l’Ana- 
lyse. Que ce triomphe soit complet et totalement justifié, qu’il n’y ait 
pas à regretter ici et là un schéma explicatif, c’est ce que j’aurai l’occa- 
sion de discuter dans ces lignes, sans prétendre définir parfaitement l’«art 
analytique» de Lagrange. De toute manière, quand il dit «réduire la mé- 
canique à l’ Analyse», celui-ci n’entend pas éliminer tout ce qui fait le 
propre de la mécanique. Sa méthode est de concentrer cette spécificité 
en un minimum de principes, pour en déduire ensuite, par la marche 
régulière des calculs, le maximum de conséquences d’ordre mécanique. 
C’est pourquoi Lagrange commence chacune des quatre sous-parties men- 
tionnées plus haut par un exposé historique des principes qui la concer- 
nent. Le premier de ces exposés, celui qui introduit à la statique des 
systèmes de corps solides, est évidemment le plus développé. 


l réduire, le terme et le projet ne sont pas nouveaux. Cf. principalement d’Alembert, Traité 
de dynamique, p. XVII: «... on n’a pas été si attentif, ni à réduire les principes de ces sciences 
[les mathématiques, l’algèbre, la géométrie et la mécanique] au plus petit nombre...»; cf. aussi La- 
zare Carnot, Essai sur les machines en général, p. 12, parlant des principes de la mécanique, sans 
préciser lequel: «et peut-être aussi n’y a-t-il encore aucun de ces principes qui joigne à une démon- 
stration rigoureuse une assez grande généralité, pour pouvoir suffire seul et indépendamment de 
tout autre, à la solution des différentes questions [...], c’est-à-dire, pour réduire toutes les que- 
stions à une affaire de calcul et de géométrie; ce qui est le véritable objet de la méchanique». 


2 Mécanique analytique, «Avertissement de la première édition», réédition Blanchard, Paris 
1965, p. I. La réédition Blanchard réunissant les textes des éditions successives de la Mécanique 
analytique, nous en tirerons toutes nos citations, sauf avis contraire. 
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Les lois de la statique, écrit Lagrange, «sont fondées sur des princi- 
pes généraux qu’on peut réduire à trois: celui du levier, celui de la com- 
position des forces, et celui des vitesses virtuelles» (p. 1). L’exposé 
historique de ces principes est détaillé et l’on remarque qu’il a été large- 
ment augmenté de la première édition de la Mécanique analytique (1788) 
à la seconde (1811). Bien entendu, la célèbre démonstration du principe 
du levier par Archimède est exposée en première place, non seulement 
elle, mais aussi les diverses critiques et amendements que cette démon- 
stration a connus jusqu’à son époque. Lagrange propose même un in- 
génieux dispositif afin de combler la plus grave lacune de la démonstration 
d’Archimède, à savoir la preuve de l’équivalence mécanique entre deux 
poids égaux et un poids double dont le point d’application est situé au 
milieu de ceux des deux poids égaux ($ 2, p. 3-4). Au sujet de cette «ad- 
dition», il y a lieu de remarquer qu’elle est de nature purement géomé- 
trique et que, conséquemment, une figure (bien simple à faire!) eût 
facilement contribué à l’intelligibilité du dispositif présenté“. 


/ 


Le triangle est isocèle, disposé horizonta- 
lement, avec la base vers l’observateur. Le 
système, maintenu par l’axe AA’, est en 
équilibre, car on peut séparer mentale- 
ment le poids de 2 accroché en B’, et ob- 
tenir ainsi deux leviers à bras et poids 
égaux (de valeur 1), dont les points d’ap- 
pui sont À et A’. Mais on peut aussi con- 
cevoir qu’il y a d’une part un levier avec 
deux poids de 1 dont le point d’appui est 
B, et que ce levier fait equilibre au poids 
de 2 selon l’axe AA’. Ainsi, la force sur 
l’appui B vaut 2 et l’on a démontré qu’el- 
le équivaut aux deux poids de 1 disposés 
symétriquement. 


Fig. 1 - Dispositif de Lagrange pour combler la démonstration du principe du 
levier par Archimède. 


3 Sans autre indication, les citations de la Mécanique analytique sont prises dans le premier 
tome, qui contient la Première Partie et les six premières Sections de la Seconde Partie. 

4 La même chose est vraie du compte rendu de la démonstration de Huygens fait par Lagran- 
ge (p. 3), ainsi que de bien d’autres démonstrations: passage du levier droit à un levier angulaire 
quelconque ($ 4, pp. 5-6), chaîne de boules de Stevin ($ 5, p. 7), démonstration du «théorème de 
Stevin» (= le principe de la composition des forces) par Roberval ($ 7, p. 9-10), etc., etc. 
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On doit aussi noter la confiance que Lagrange place dans des princi- 
pes élémentaires comme celui de l’équilibre de deux poids égaux situés 
à égale distance du point d’appui. 


rt A 2 


a pas de raison pour que l’un des poids l’emporte sur l’autre, tout 
étant égal de part et d’autre du point d’appui.» (p.3-4) 


Pour aller vite, je dirai simplement qu’on est encore chronologiquement 
loin du style de pensée positif d’un Ernst Mach. 

Autre particularité à noter — qui devrait même choquer tout lecteur 
attentif de la Mécanique analytique —, c’est la place attribuée aux con- 
tributions de Stevin et de Roberval dans les principes de la statique. Dans 
la lère édition de la Mécanique analytique, Lagrange ne présentait que 
la fameuse chaîne de boules du mathématicien hollandais, évoquant en 
une phrase le passage opéré par Stevin à la composition des forces”. Et 
de Roberval, il n’était point question. Dans la 2ème édition, ce passage 
est expliqué et la démonstration par Roberval de ce que Lagrange ap- 
pelle le théorème de Stevin est exposée en quelques lignes ($ 7, p. 9-10). 
Ce qui est tout à fait remarquable ici, c’est que ce fhéorème de Stevin 
ne constitue pas vraiment, dans l’esprit de Lagrange, le principe de la 
composition des forces. Lui-même s’en explique un peu plus loin, mais 
encore faut-il bien comprendre ce qu’il veut dire: 


«Il est évident que le théorème de Stevin [...] est une conséquence 
immédiate et nécessaire du principe de la composition des forces, 
ou plutôt qu’il n’est que ce même principe présenté sous une autre 
forme. Mais celui-ci a l’avantage d’être fondé sur des notions sim- 
ples et naturelles, au lieu que le théorème de Stevin ne l’est que sur 
des considérations indirectes» (p. 11). 


Le sens de ces lignes n’apparaît nettement que lorsqu’on prend garde 
à la manière dont Lagrange présente le principe de la composition des 
forces: en faisant expressément référence aux mouvements que sont ca- 
pables d’engendrer les forces ($ 9. p. 10). Cela est confirmé plus loin: 


«.…. le principe du levier a seul l’avantage d’être fondé sur la nature 
de l’équilibre considéré en lui-même, et comme un état indépen- 
dant du mouvement; d’ailleurs il ya une différence essentielle dans 
la manière d’estimer les puissances qui se font équilibre dans ces 
deux principes...» (p. 15-16). 


$ Encore ne précisait-il pas que ce passage ne menait qu’à la composition de forces perpendi- 
culaires. 
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Pour Lagrange, dans le cas du principe du levier, contrairement à ce qui 
a lieu dans celui du principe de la composition des forcces, «la tendance 
à se mouvoir est supposé la même dans chaque puissance, quelle que 
soit son intensité...» (p. 16). Cette distinction est importante pour la com- 
préhension de la suite, et il faut avouer qu’elle conduit Lagrange à une 
légère incohérence, puisqu’au commencement de son ouvrage, il prend 
bien soin d’affirmer que: 


«Dans l’état d'équilibre, la force n’a pas d’exercice actuel; elle ne 
produit qu’une simple tendance au mouvement; mais on doit tou- 
jours la mesurer par l’effet qu’elle produirait si elle n’était pas ar- 
rêtée» (p. 1). 


A l’entendre, il n’y aurait donc aucune place dans sa mécanique pour 
les forces purement statiques, alors qu’il en reconnaît tout de même l’e- 
xistence dans le principe du levier». 

Quoi qu’il en soit, c’est le troisième principe qui est essentiel dans la 
Mécanique analytique, celui qu’on appelait à l’époque le principe des 
vitesses virtuelles. L’historique qu’en fait Lagrange est à peu près 


6 On constate ici l’influence de d’Alembert, pour lequel «Tout ce que nous voyons bien di- 
stinctement dans le mouvement d’un corps, c’est qu’il parcourt un certain espace et qu’il emploie 
un certain temps à le parcourir. j’ai, pour ainsi dire, détourné la vue de dessus les causes motri- 
ces, pour n’envisager uniquement que le mouvement qu’elle produisent; [...] j’aie entièrement pro- 
scrit les forces inhérentes au corps en mouvement, êtres obscurs et métap hysiques, qui ne sont 
capables que de répandre les ténèbres sur une Science claire par elle-même». 

Il n’y a donc pas à être surpris que l’auteur de la Mécanique analytique ne fasse pas grand 
cas des démonstrations purement statiques et géométriques du principe de la composition des for- 
ces par Daniel Bernoulli et d’Alembert: «Mais il faut avouer qu’en séparant ainsi le principe de 
la composition des forces de celui de la composition des mouvements, on lui fait perdre ses princi- 
paux avantages, l’évidence et la simplicité, et on le réduit à n’être qu’un résultat de constructions 
géométriques ou d’analyse» (cf. $ 15, p. 16-17). 

Il convient de remarquer encore que l’éradication du concept de force par d’Alembert s’inscrit 
dans le mouvement plus général de ce qu’on pourrait appeler un déshabillage métaphysique de la 
mécanique — mouvement qui aboutira au positivisme de la seconde moitié du XIXème siècle. Mais 
il faut aussi noter que, chez d’Alembert, ce mouvement ne touche tout de même pas le statut épi- 
stémologique des lois de la mécanique. A la question proposée par l’Académie de Berlin (par Eu- 
ler), «si les lois de la Statique et de la Mécanique sont de vérité nécessaire ou contingente?», 
d’Alembert répond ceci. Les lois données par l’expérience s’accordent avec celles que le raisonne- 
ment seul fait trouver. Ainsi, «.. les lois observées sont de vérité nécessaire, non pas en ce sens 
que le Créateur n’eût pu établir des lois toutes différentes, mais en ce sens qu’il n’a pas jugé à 
propos d’en établir d’autres que celles qui résultaient de l’existence même de la matière». (Discours 
préliminaire au Traité de dynamique). 
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complet’. Mais maintenant ce qui frappe, ce sont ces mots de la pre- 
mière édition de la Mécanique analytique: 


«[le principe des vitesses virtuelles] a toute la simplicité qu’on peut 
désirer dans un principe fondamental...» (p. 19). 


comparés aux suivants, ajoutés seulement dans la seconde édition: 


«Quant à la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut conve- 
nir qu’il n’est pas assez évident par lui-même pour pouvoir être éri- 
gé en principe primitif» (p. 21). 


A la suite de quoi, Lagrange, tout en faisant allusion aux démonstra- 
tions qu’on a faites du principe des vitesses virtuelles à partir du princi- 
pe du levier ou de celui de la composition des forces, présente une nouvelle 
démonstration (sur laquelle je vais revenir), fondée sur «un autre prin- 
cipe général», celui des poulies’. Voilà tout le débat des principoes de 
la Mécanique analytique engagé! 

S’il peut paraître un peu désuet, comparé aux révolutions de la Rela- 
tivité ou des Quanta, ce débat est néanmoins réel, et même important 
du point de vue de la cohérence de la mécanique dite aujourd’hui classi- 
que. Car reléguant finalement les principes du levier et de la composi- 
tion des forces, Lagrange construit toute sa statique sur le seul principe 
des vitesses virtuelles. Et sur lui aussi repose tout le reste de l’ouvrage. 
En hydrostatique, Lagrange laisse de côté les principes jusqu'ici parti- 
culiers à cette science — même le principe eulérien de l’égalité de pres- 
sion en tout sens (p. 172) — et il tire toutes les lois établies par Clairaut 
et Euler de la seule application du principe des vitesses virtuelles à un 


7 Lagrange rattache, peut-être un peu rapidement, les principes de Galilée, de Descartes et de 
Torricelli directement au principe des vitesses virtuelles. Il reconnaît en Jean Bernoulli celui qui 
a énoncé pour la première fois ce principe dans toute sa généralité. Ce principe étant un peu moins 
connu que les deux précédents, il est peut-être utile de rapporter ici l’énoncé qu’en donne Lagrange 
lui-même: «On doit entendre par vitesse virtuelle, celle qu’un corps en équilibre est disposé à rece- 
voir, en cas que l’équilibre vienne à être rompu, c’est-à-dire la vitesse que ce corps prendrait réelle- 
ment dans le premier instant de son mouvement: et le principe dont il s’agit consiste en ce que 
des puissances sont en équilibre quand elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, esti- 
mées suivant les directions de ces puissances» (p. 17-18). 


8 Dès la lère édition, cependant, Lagrange donnait ce qu’on pourrait appeler un semblant de 
démonstration, procédant par la généralisation du principe des vitesses virtuelles appliqué à deux 
forces au cas de ce principe appliqué à un nombre quelconque de forces (2ème Section, $ 1, p. 24-26). 
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milieu continu; dans le cas des fluides incompressibles, ce milieu se trouve 
soumis à la condition que le volume élémentaire reste constant (p. 179), 
condition que Lagrange traite comme une liaison ordinaire d’un systè- 
me de corps solides. 


«Cette partie de mon travail, peut-il dire avec une juste fierté, four- 
nira non-seulement une des plus belles applications du principe dont 
il s’agit, mais servira aussi à simplifier à quelques égards la théorie 
même de l’Hydrostatique» (p. 172). 


En dynamique (comme en hydrodynamique), Lagrange commence en- 
core par un exposé historique”, pour finalement bâtir à nouveau sur le 
principe des vitesses virtuelles. Mais il faut un lien pour le passage au 
mouvement: Lagrange le trouve dans ce qu’on appelait alors le principe 
de d’Alembert (cf. $ 12 p. 224). Lagrange mentionne ensuite quatre 
autres principes; à vrai dire, il écrit lui-même «principes ou théorèmes» 
(p. 225) et annonce qu’il les déduira de sa formule générale. Il s’agit de 
la Conservation des forces vives, de la Conservation du mouvement du 
centre de gravité, de celle des Moments de rotation, et enfin du Principe 
de la moindre quantité d’action\. 


? L'historique de la dynamique insiste sur les problèmes du centre d’oscillation et des problè- 
mes analogues «que les Bernoulli, Clairaut, Euler se proposaient entre eux» (p. 222). «Le Traité 
de Dynamique de d’Alembert, qui parut en 1743, mit fin à ces espèces de défis, en offrant une 
méthode directe et générale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations tous les problè- 
mes de Dynamique que l’on peut imaginer» (p. 223). 

10 Ce principe revient à ce que voici. Dans un système de corps, les mouvements imprimés à 
chacun d’eux peuvent être décomposés en deux autres: les mouvements réellement pris par les corps 
et des mouvements résiduels («perdus» disait Lazare Carnot). Comme l'impression des mouve- 
ments réellement pris a le même effet que celle des mouvements imprimés eux-mêmes, l'impression 
des seuls mouvements résiduels conserve le système en équilibre (étant admis le principe de super- 
positions des mouvements). Ainsi, en retranchant les moments des quantités m dx/d8, … (mou- 
vements pris) de ceux des forces données (mouvements imprimés), on obtient une somme de moments 
qui tient le système en équilibre, donc une somme de moments nulle d’après le principe des vitesses 
virtuelles. 


11 Le couple principe des vitesses virtuelles + principe de d’Alembert est choisi par Lagrange 
pour servir de base à la mécanique, dès 1763 dans les Recherches sur la libration de la lune (prix 
de l’Académie Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1764, et publiées dans le tome VI des Œu- 
vres). Certains passages de ce mémoire, sur le principe des vitesses virtuelles, sont repris presque 
textuellement dans la Mécanique analytique. Auparavant, Lagrange avait utilisé à la place le prin- 
cipe de la moindre action. En effet, dans l’Essai d’une nouvelle méthode pour déterminer les maxi- 
ma et les minima des formules intégrales indéfinies (in Miscellanea Taurinensia [Mélanges de Turin], 
1760-61), il exposait son fameux calcul des variations et le faisait suivre de l’ Application de la mé- 
thode exposée dans le mémoire précédent à la solution de différents problèmes de dynamique (ces 
deux mémoires figurent dans le premier tome des Oeuvres). La quantité d'action (intégrale des vi- 
tesses multipliées par les éléments de trajectoire) repfesentait une «bonne» fonction pour l’applica- 
tion du calcul des variations. 
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Ainsi s'explique qu’entre la première et la seconde édition de la Mé- 
canique analytique, c’est-à-dire de 1788 à 1811, a fleuri tout un bouquet 
de démonstrations du principe des vitesses virtuelles. Les mécaniciens 
de l’époque étaient unanimes pour reconnaître son importance, au moins 
comme base du meilleur traité qu’on avait jamais donné dans leur science. 
Les textes sont les suivants: 


1798 Fourier Mémoire sur la statique 
Lagrange Sur le principe des vitesses virtuelles 
Prony Sur le principe des vitesses virtuelles et la décom- 


position des mouvements circulaires 
(ces trois textes ont paru dans le 5ème cahier du Journal de l’Ecole Po- 
lytechnique) 


1799 Laplace Mécanique céleste (t. 1, livre ler, chap. III) 
1803 Carnot Principes fondamentaux de l’équilibre et du 
mouvement 


(en fait cet ouvrage reprend, avec d’importantes modifications, celui de: 
1783 Carnot Essai sur les machines en général) 


1806 Ampère Démonstration générale du principe des vites- 
.ses virtuelles, dégagée de la considération des 
infiniment petits 
Poinsot Théorié générale de l’équilibre et du mouvement 
des systèmes 


Mais Lagrange n’a pas conservé cette base pour la mécanique et l’on peut y voir deux 
raisons. D’une part le principe de la moindre action est un principe de mouvement, tan- 
dis que celui des vitesses virtuelles, de nature statique, permet de traiter commodément 
de l’équilibre, pour s’élever ensuite à la dynamique. D’autre part, le principe de la moindre 
action, même sous la forme que lui donne Lagrange, est moins général que celui des 
vitesses virtuelles combiné au principe de d’Alembert (Euler, que Lagrange cite au dé- 
but de son mémoire de 1760, se restreignait au cas de corps mus par des forces centra- 
les). La Mécanique analytique énonce clairement que le principe de la moindre quantité 
d’action ne s’applique que dans le cas où il existe une fonction des forces indépendante 
du temps (et sous-entend que les laisons doivent être ho/onomes et indépendantes du 
temps). Au contraire, le principe des vitesses virtuelles, combiné à celui de d’ Alembert, 
s’applique même aux systèmes où il n’y a pas de fonction des forces et où les liaisons 
ne sont pas holonomes. 
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Je vais maintenant dire quelques mots sur ces travaux, intéressants 
en eux-mêmes, mais dont la connaissance détaillée n’est pas toujours 
indispensable pour le sujet qui nous occupe. 


Mémoire de Fourier. Ce texte propose trois démonstrations différen- 
tes. La première, procédant par cas particuliers de plus en plus géné- 
raux, considère des solides en contact ou liés par des fils, et finalement 
des fluides incompressibles. La seconde remplace le système mécanique 
donné, c’est-à-dire ses liaisons, par un ensemble de leviers produisant 
les mêmes déplacements virtuels. Fourier explicite les principes mécani- 
ques sur lesquels s’appuient sa preuve: ce sont les principes du levier et 
de la composition des forces. Et comme le second peut être tiré du pre- 
mier, explique-t-il, tout repose finalement sur le principe du levier. A 
la fin du mémoire, il cherche même à reculer plus loin encore les limites 
de l’évidence requise pour la démonstration. Le style rappelle alors ce- 
lui d’Archimède, dont Fourier reprend et complète la démonstration du 
principe du levier. La lacune mentionnée ci-dessus est comblée par une 
astucieuse décomposition. Reste en définitive l’équilibre de trois forces 
égales et coplanaires, disposées à 120°: le principe de raison suffisante 
le valide, comme dans le cas purement archimédien de deux forces éga- 
les à égale distance du point d’appui (fig. 2). 


Fig. 2 - Dispositif de Fourier pour combler la démonstration du principe du 
levier par Archimède. Les triplets de forces sont séparément en équilibre aux 
quatre points du losange. Mais en les associant, on constate que toutes les for- 
ces se détruisent, excepté celles de direction verticale; on prouve ainsi que deux 
poids égaux équivalent à un poids unique appliqué en leur milieu. Il convient 
cependant de noter que, pour être utile, la démonstration ne doit pas s’appuyer 
sur le principe de la composition des forces, puisqu'il s’agit précisément de prou- 
ver ce principe à partir de celui du levier. Or cette exigence est satisfaite: seule 
la composition des forces colinéaires est postulée, et cette loi est vraiment plus 
simple que celle du parallélogramme des forces. 
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Quant à la troisième démonstration de Fourier, elle consiste à ajou- 
ter au système un mécanisme de leviers et de poulies, de telle sorte que 
les forces sont produites par des poids qui, dans une rupture virtuelle 
de l’équilibre, montent ou descendent tous d’une même hauteur: ce sont 
les forces données, et non plus les liaisons, qui subissent à présent un 
remplacement et il y a effectivement équilibre, si la somme algébrique 
des poids ne peut descendre, ce qui conduit au principe des vitesses vir- 
tuelles. 


Mémoire de Lagrange. Contemporain de celui de Fourier, ce mémoi- 
re contient la même démonstration que celle de la seconde édition de 
Mécanique analytique. On peut dire qu’elle est analogue à la troisième 
démonstration de Fourier, puisque, comme celle-ci, elle met en œuvre 
un mécanisme produisant les forces données à partir de poids. Mais cet- 
te fois, il n’y a plus que des poulies, et il n’y a plus qu’un seul poids; 
elle est donc plus simple (fig. 3). Le mécanisme est astucieux, et Lagrange 
devait en être assez fier, puisqu'il le reprit dans la seconde édition de 
la Théorie des fonctions analytiques (cf. plus bas). De toute manière, 
la source d’inspiration de ce genre de démonstration remonte à Carnot, 
à Torricelli et même à Descartes. Nous le verrons dans un instant avec 
Carnot. 


Démonstration de Prony. Prony, qui fut professeur de mécanique à 
l'Ecole Polytechnique, se situe à un niveau théorique inférieur à celui 
des autres savants. Mais son rôle ne doit pas être négligé, car il fut le 
maître de Poinsot (dont je vais bientôt parler) non seulement dans cette 
école, mais aussi, ensuite, à celle des Ponts et Chaussées, où il eut l’oc- 
casion, comme directeur, de lui décerner le prix de mécanique. Je ne di- 
rai qu’un mot sur ses raisonnements. Il part du principe de la composition 
des forces et l’applique d’abord aux solides invariables, puis aux systè- 
mes funiculaires (corps ponctuels liés par des fils). Il engage les élèves 
de Polytechnique à lire un mémoire italien du chevalier florentin Fos- 
sombroni, entièrement consacré au principe des vitesses virtuelles. Ce 
mémoire est lui aussi d’un bas niveau théorique. 


(Pseudo) démonstration de Laplace. Même les plus grands hommes 
se trompent. Cette contribution de Laplace à l’établissement du princi- 
pe des vitesses virtuelles en est un exemple. Le raisonnement est plutôt 
laborieux et confus, mais le prestige de l’auteur de la Mécanique céleste 
était tel, qu’il fallut la perspicacité d’un Poinsot pour révéler la nature 
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Fig. 3 - Démonstration du principe des vitesses virtuelles par Lagrange. À, B, 
C sont les points du système, les points L, M, N étant fixes. En supposant les 
forces commensurables, soit 27 leur commune mesure. Une force telle que 
P=6T en À est réalisée par le passage de 6 brins de fil tendus selon la tension 
T par un pods de cette valeur, le fil passant successivement en tous les points 
du système et sur toutes les poulies qui les accompagnent. Dans un mouvement 
virtuel de tout le système, la projection dp du déplacement du point À sur la 
direction de la force P, c’est-à-dire sur AL, est égale à la longueur de fil d/, 
lâchée (algébriquement) par les deux poulies en À et L, divisée par le nombre 
de brins passant sur ces poulies. Ainsi, en À la force est P=6T et le déplace- 
ment virtuel dp= d/,/6. Donc le moment P.dp est égal au produit T.dl,; et 
pour l’ensemble des points: 


P dp+Q dp+R dr=T (dl,+dly+dl,) 


La somme entre parenthèses représente la longueur dont le poids descend dans 
le déplacement: à l’équilibre, il faut évidemment que cette longueur soit nulle 
(ou du moins d’un ordre inférieur aux déplacements infiniment petits). D’où 
le principe des vitesses virtuelles. 


purement illusoire de cette preuve!?. Et encore ensuite, d’autres se lais- 
seront prendre à la supercherie!*. L’analyse des erreurs de Laplace n’est 
pas à faire ici. Je retiendrai donc seulement un ou deux caractères de 
sa pseudo-démonstration, qui ont pu avoir un impact dans le débat qui 


12 Mais seulement presque quarante ans plus tard, en 1838, dans le Journal de Mathématiques 
pures et appliquées (Journal de Liouville), t. III, p. 244-248. 


5 En particulier Jouguet, dans ses Lectures de mécanique, 2ème Partie, Note V, p. 307-308. 
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nous occupe. «.. deux points matériels, affirme Laplace, [...] ne peu- 
vent agir l’un sur l’autre, que suivant la droite qui les joint». Tout son 
raisonnement consiste à décomposer les forces données selon diverses 
directions, et notamment selon les distances mutuelles entre les corps 
(ponctuels) du système. Nous allons bientôt voir comment ces idées fu- 
rent reprises par Poinsot et critiquées par Lagrange. 


Démonstration de Lazare Carnot. Les traités de mécanique de Car- 
not comprennent en fait deux démonstrations du principe des vitesses 
virtuelles. La première, que son auteur lui-même ne considère pas com- 
me parfaitement rigoureuse, revient à une généralisation du principe de 
Torricelli (deux poids sont en équilibre lorsque leur centre de gravité ne 
peut descendre). Carnot recourt à un mécanisme de poulies pour pro- 
duire les forces donnés, de sorte que sa démonstration préfigure bien 
la troisième de Fourier et celle de Lagrange. Mais elle est moins bonne 
que celles-ci, car la généralisation est simplement ébauchée. Il est diffi- 
cile de dire si Carnot a influencé Fourier et Lagrange. En tout cas, la 
seconde preuve que fournit Carnot est parfaitement originale et, du re- 
ste, n’a pas connu d’imitation. Fondée sur la «métaphysique» mécani- 
que propre à Carnot (la force est un faux concept, il ne faut considérer 
que les lois des transmissions de mouvement entre les corps et le choc 
est le seul phénomène mécanique connu clairement), cette démonstra- 
tion est trop longue pour être rapportée ici. Elle fait du principe des vi- 
tesses virtuelles un fhéorème; c’est peut-être ce qu’il faut garder présent 
à l’esprit pour l'intelligence de la suite de notre question. 


Démonstration d'Ampère. Elle est contemporaine du mémoire de Poin- 
sot dont je vais parler, mais plus précisément un peu postérieure! et 
peut-être conviendrait-il d’en rendre compte après ce mémoire, car elle 
contient des remarques qui semblent viser certains choix ou certains pro- 
cédés utilisés par Poinsot. Je les mentionnerai le moment venu. En ce 
qui concerne la démonstration elle-même, elle prend le système comme 
s’il n’avait qu’un seul degré de liberté (celui correspondant aux déplace- 
ments virtuels que l’on envisage) et étudie la transmission des moments 
des forces données dans un mécanisme de points astreints à glisser sur 
des courbes; toutes les forces sont ainsi équivalentes à d’autres, contraintes 


4 Mécanique céleste, t. 1, p. 37. 

15 Les travaux d'Ampère et de Poinsot parurent tous deux dans le 13ème cahier du Journal 
de l’Ecole Polytechnique, en avril 1806. Mais le mémoire de Poinsot, dans sa version initiale, fut 
lu à l’Académie le 14 janvier 1805, celui d’ Ampère le 11 février de la même année. 
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de se déplacer d’une même quantité sur une même droite: on retrouve 
quelque chose de correspondant au poids unique qui ne peut descendre, 
chez Fourier, Lagrange et Carnot. Mais les calculs sont un peu labo- 
rieux et l’ensemble assez peu original, il faut l’avouer!f. 


Critique de Poinsot\ 


Afin de bien comprendre le sens de cette critique, il nous faut main- 
tenant revenir à la manière dont Lagrange fait usage du principe des vi- 
tesses virtuelles dans la Mécanique analytique, et tout d’abord dans la 
statique des solides puisque tout découle d’elle. Je veux parler de la mé- 
thode des multiplicateurs, exposée à la 4ème Section de la 1ère Partie. 

Soit: 


P dp + © dp+R dr+...=0 
l’équation du principe des vitesses virtuelles'$, Et soient: 


L(x, , Z, ve ps 7 _)0 
MOVE TV 22..1=0 


et même, plus généralement sous forme différentielle: !? 
GEO DME=O"E 


les c équations de liaison entre les r points du système, de coordonnées 
LP Dies 

De ces c équations on pourrait tirer 3n — c variables indépendantes, 
que l’on déterminerait ensuite en égalant à 0 les coefficients des varia- 


16 Calculs fastidieux, par exemple, quand il s’agit de trouver la condition d’équivalence entre 
deux forces agissant sur deux points reliés par une tige inflexible, astreints à décrire deux courbes. 
Cf. notre édition de la Théorie générale de Poinsot (référence à la note suivante), p. 182. 

Jouguet, pour sa part, considère au contraire la démonstration d’ Ampère comme «fort origi- 
nale», op. cit., p. 309. 

17 On trouvera le texte du mémoire de Poinsot dans notre édition critique de La théorie géné- 
rale de l'équilibre et du mouvements des systèmes (Vrin, Paris 1975). 

18 Tant qu’il s’agit de statique, et pas encore de dynamique, Lagrange (dans la Mécanique ana- 
lytique), et Poinsot à sa suite, utilisent le simple symbole d, plutôt que le delta caractéristique des 
variations. 

19 Différentielles totales ou non. Si elles le sont, on parle de liaisons holonomes (du grec 
6\os =entier). 


63 


tions de ces 3n — c variables dans la formule du principe des vitesses vir- 
tuelles, où les dp, dq, dr, .… auraient été exprimés en fonction de ces 
seules 37 — c variables. Cela résoudrait le problème de l’équilibre du sy- 
stème, ou du moins permettrait de le poser analytiquement. Mais il re- 
vient mathématiquement au même — c’est la méthode des multiplicateurs 
— d’ajouter à la formule du principe exprimée avec toutes les 37 coor- 
données la somme: 


NdL + udM + … 


À, m, … étant des coefficients arbitraires (les multiplicateurs). Viennent 
alors les 37 équations: 


ô 
PL CAR 
ox ûx ox ôx ôx : 


qui, combinées avec les c équations de liaison, permettent de poser ana- 
lytiquement l’équilibre, déterminant théoriquement les 3n + c inconnues: 


X; }, A Xe Ve Ze … N Us 


En outre, Lagrange remarque qu’en exprimant l’intensité des termes XdL 
($ 5, p. 71), ils peuvent représenter les moments des forces de liaisons: 


«Réciproquement, ces forces peuvent tenir lieu des équations de con- 
dition résultantes de la nature du système donné; de manière qu’en 
employant ces forces, on pourra regarder les corps comme entière- 
ment libres et sans aucune liaison. Et de là on voit la raison méta- 
physique, pourquoi l’introduction des termes XL + udM+ …, dans 
l’équation générale de l’équilibre, fait qu’on peut ensuite traiter cette 
équation comme si tous les corps du système étaient entièrement 
libres: c’est en quoi consiste l’esprit de la méthode de cette section.» 


(p. 73) 


Ceci étant rappelé, nous pouvons en venir à Poinsot. Celui-ci ne fait 
rien moins que démontrer directement, sans le secours du principe des 
vitesses virtuelles, le résultat de la mise en équations de la méthode des 
multiplicateurs. Directement, certes, mais à partir de quels principes et 
de quelle manière? C’est là maintenant la vraie question. 

Poinsot parle simplement des «principes ordinaires» de la mécanique: 
il s’agit en fait de celui de la composition des forces et de ce principe, 
admis tacitement par beaucoup d’autres (Lagrange, Ampère,..….), à sa- 
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professeurs. C’est peut-être lors d’une telle rencontre qu’il leur présenta 
sa preuve de la règle de Descartes, et qu’il reçut la promesse, non tenue, 
d’être publié!. 


3.2. L'École polytechnique: les premiers cours 


Le passage a l’École Normale réorienta la carrière du jeune mathé- 
maticien en le faisant connaître et apprécier des savants de Paris. Ainsi, 
le 9 mai 1795, Monge le présente au Conseil de l’École centrale des tra- 
vaux publiques. Il est plausible qu’il désirait voir Fourier l’assister dans 
ses cours. Mais par suite des problèmes politiques qui forcèrent Monge 
à s’éloigner et entraînèrent l’arrestation de Fourier, ce dernier ne se voit 
attribué une tâche que le 28 novembre suivant, en l’occurence un cours 
d’analyse algébrique destiné à toutes les divisions *. En janvier, il prend 
en plus à sa charge une partie du cours d’analyse de Prony, en particu- 
lier la partie de calcul différentiel et intégral, comprenant une section 
sur le calcul des variations!*. Il donna aussi, à partir du mois de mai 
un cours de calcul différentiel et intégral aux étudiants de la première 
division!*. Quelle influence Lagrange a-t-il eu sur la planification de ces 
cours? 


Cours d’analyse algébrique. 


Ce cours créé sans aucun doute en vue de combler les lacunes qui se 
manifestèrent très tôt chez les étudiants lors des cours révolutionnaires 
et même des premiers cours réguliers, se divisent en trois grandes parties 
(suivant la division de Fourier lui-même): A) Principes (qui traitent des 
théorèmes importants concernant les équations algébriques et littérales, 
et quelques notions sur les suites); B) Objets divers (fractions continues, 


1 Ibid., p. 272, lettre VIII. 

4 Langins, J., 1981, Une lettre inédite de Fourier sur l’enseignement destiné aux ingénieurs 
en 1797, Rev. d’hist. sc. et appl., XXXIV, p. 199 et Langings, J., 1987, La République avait be- 
soin de savants, Paris, pp. 81 et 84. 

15 Phili, C., 1976, Les débuts de l’enseignement de l’analyse à l’École Polytechnique, Comp- 
tes rendus du 100° congrès national des Sociéts savantes (paris 1975), p. 97, n. 17. La correspon- 
dance des dates permet une identification précise de ces cours dans les manuscrits mentionnés à 
la note suivante. 

16 Ces cours nous sont parvenus et sont conservés en deux copies semblables mais non identi- 
ques à la Bibliothèque de l’École Nationale des Ponts et Chaussées et à la Bibliothèque de l’Insti- 
tut. Pour une analyse de ces cours, voir Charbonneau, L., 1976, L'oeuvre mathématique de Joseph 
Fourier, thèse de doctorat de 3°" cycle, E.H.E.S.S., Paris, pp. 11 à 22. 
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logarithmes, suites récurrentes), C) Théorie des équations, qui se divise 
en trois parties: 1° Théorèmes (Harriot, Descartes, fonctions symétri- 
ques, etc.), 2° Résolution (équations algébriques, littérales, approxima- 
tions, fonctions symétriques, etc.), 3° Elimination. 

Comme il était d’usage alors, et contrairement à l’usage actuel, le pro- 
fesseur enrichissait son cours de nombreuses références aux textes origi- 
naux donnant ainsi un bref aprerçu de l’histoire du sujet traité. Dans 
la liste des références ainsi données aux étudiants, Lagrange n’apparaît 
curieusement qu’une seule fois, pour la description analytique du paral- 
lélogramme de Newton. Toutefois, tout en prévilégiant déjà une appro- 
che plus numérique que celle de Lagrange, Fourier fait part à ses élèves 
des résultats des travaux de Lagrange, mais sans le nommer explicitement. 


Les cours de calcul différentiel et intégral. 


Le cours que Fourier donne à la deuxième division repose essentielle- 
ment sur les idées de Lagrange. Toutefois, le traitement qui en est fait 
ressemble davantage à la présentation de Lacroix dans son 7raité du calcul 
différentiel et intégral qu’à celle de Lagrange dans son Théorie des fonc- 
tions analytiques. Doit-on parler ici de l’influence de Lacroix ou de 
celle de Lagrange? Chose certaine, malgré le fait que Fourier donne ce 
cours en parallèle avec le cours de mécanique de Prony, il opte pour une 
approche tout à fait différente de celle choisie par Prony dans le cours 
de calcul differentiel et intégral donné de mars à octobre 1795'?. 
L’estime de Fourier pour l’approche lagrangienne se manifeste par 
ailleurs clairement lorsqu’il dit dans son cours du 11 pluviôse que la mé- 
thode de Lagrange est «la seule qui ne laisse rien à désirer». Signalons 
de plus que la partie du cours sur le calcul des variations reprend expli- 
citement tous les célèbres résultats de Lagrange. 

Dans le cours aux étudiants de la première division, donc à des étu- 
diants qui ont peu ou pas d’antécédants en calcul, il se montre plus pru- 
dent ou circonspect en affirmant dès le premier cours (4 prairial) que 
le calcul ne peut être rigoureusement défini. Cette affirmation surprend, 
venant quelques mois après l’acte de foi du 11 pluviôse. Elle découle 
peut-être simplement d’un souci pédagogique d’aborder géométrique- 
ment le calcul, ce qui serait, selon monsieur Pepe, conforme aux vues 
pédagogiques de Lagrange. 


17 De Prony, G.R., 1794-1796, Cours d’analyse appliquée à la mécanique, Journal de l’École 
polytechnique, cahier 1, pp. 92 à 119, cahier 2, pp. 1 à 23, cahier 3, pp. 209 à 278, cahier 4, pp. 
450 à 569. 
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Now we form the complex symplectic manifold T* _c7, the cotangent 
bundle. Since 27 is an affine space, this is just the product 


(4.2) M= 2x0" (C;:ad.2RQ.O). 


A point of this space is a connection À and a Lie algebra-valued (1,0) 
form #. 
We put on M the pseudo-kähler metric defined by 


(4.3) Il(o, se | Banc | B($A@*). 


E £ 


(Here a*, p* uses the real form determined by B on the complexified 
Lie algebra of K — it is the adjoint for the unitary group). The canoni- 
cal holomorphic symplectic form is 


(4.4) | B(pAa) aœeQ°'(E; ad PQ C) #eQ%!(T; ad PQ C) 
E 


It is straightforward to check that the three symplectic forms defined 
by the real and imaginary parts of (4.4) and the hermitian form (4.3) 
give M the structure of a (flat) infinite-dimensional hypersymplectic ma- 
nifold, with real structure T defined by 


(4.5) T(a, #)=(*, a*). 


The momentum maps for (4.3) and (4.4) give the following equation for 
u7"(0) (see [H1]) 


d! &=0 
Fa | Fa=[8, 8*] 


The link with harmonic maps is provided by the following observation. 
The equations (4.6) imply that the following two connections on P are flat 


dy+b-D* 
(4.7) | 


dy-b+æ*. 


If their holonomy is trivial, then the difference of the two resulting glo- 
bal covariant constant sections of P is a map g from £ to K. The deriva- 
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tive g_!dg of this map can be interpreted as the 1-form with values in 
ad P: 


(4.8) g 'dg=2(E -æ*) 
and then the equation 
*(@-2*)=0 


implied by (4.6) tells us that the map g is harmonic, i.e. satisfies the 
Euler-Lagrange equations for the functional 


g-'dgl?. 
Z 
(See [H2] for more details). 

A gauge transformation applied to (4, &) only changes the map g 
by an isometry of K, so the space of harmonic maps from E to K, mo- 
duli isometries of the target, lies inside the space u_'(0)/G in this 
hypersymplectic framework. We shall see that it lies in fact in the dege- 
neracy subspace of w, and wi. 

Let (4, &) be a tangent vector in w (0) describing a deformation of 
the harmonic map through harmonic maps. Then the trivial connections 
d\;+®-—®*, d,-®+®* in (4.7) will remain trivial and hence change 
by an infinitesimal gauge transformation: 


A+b—d*= dd), +[b—D*, y] 


(4.9) A-b+d*=d,V+[b-D*,Y] 


for Y,,2€Q°(E; ad P). | | 
Expressing these tangent vectors in complex terms, (x=A°!,D=) 
we have from (4.9) 
2a=d{(Y1+%2)—-[P*, ÿ:—V:] 
2#=dA(Y-V2)+1, +1]. 
Now (d{(Ÿ:+ 2), [®, d + V:l) is a tangent vector generated by the gau- 


ge transformation ÿ, + W,, and (—[*, ÿ, — W.], di(y; — W:)) is obtained 
by applying T (as in (4.5)) to the gauge transformation ÿ, — ÿ,. Hence 


(æ, p)Ee G+TG 
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and, as in (3.7), since (œ, @) is tangential to n ‘(0) we have 
(a, p)Ee + TN SF). 


Thus (œ, d) € ker w; N ker w, from (3.9) and (3.10). The space of harmo- 
nic maps from a Riemann surface to a Lie group does not therefore in- 
herit the hypersymplectic structure which formalizes the equation. 

In fact, the space u  !(0)/G — the moduli space of solutions to equa- 
tions (4.6) — may be interpreted (see [H2]) as the space of harmonic 
sections of flat X-bundles, associated to a representation of x, (2) into 
K'x K, acting on the right and left of K. Our argument shows that the 
symplectic forms are degenerate on the space of sections of a fixed flat 
bundle. In [H2], the equation for such sections where E is a torus and 
K=SU(2) were solved by using the theory of hyperelliptic curves. The 
space of sections of a fixed bundle there appeared as a torus — the Ja- 
cobian of the hyperelliptic curve. It would be interesting to discover what 
geometry, if any, on this torus remains from the hypersymplectic struc- 
ture which describes the origin of the equations. 
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Geometry and soliton equations 


Franco MAGRI 


Abstract. À geometrical approach to soliton equations based on the theo- 
ry of Poisson-Nijenhuis manifolds is illustrated by a working example, the 
KP theory. 


1. Introduction 


After a long period of decline (started with Poincarè), the theory of 
integrable Hamiltonian systems has seen a revival of interest in the late 
sixties, as an outcome of the discovery of a wide class of new examples 
in the domain of infinite-dimensional systems described by partial dif- 
ferential equations. 

In this exposition we shall dwell on the most popular of these exam- 
ples, the Kadomtsev-Petviashvili equation 


(1.1) Qyy = (Qi — Quxx — 6x)» 


and its close relative, the Korteweg-deVries equation 


(1.2) Qr— Qux — 69Qx= 0. 


The former is a nonlinear partial differential equation for an unknown 
scalar function g(x, y, ?) of three variables (x, y, Ê); the later is an equa- 
tion for a function of only two variables. Therefore, one says that KP 
is a theory in 2 + 1 space-time dimensions, and KdV in 1 + 1 dimensions. 
No examples are known for 3+1 dimensions. 

These equations are remarkable from many points of view, and their 
properties belong already to the mathematical folklore. Alan Newell, 
in its book «Solitons in Mathematics and Physics» [1], speaks of the 
«miracles of soliton mathematics». Among other properties, we recall 
that of being a member of infinite hierarchies of commuting flows. Much 
ingenuity has been spent in finding methods for constructing these hie- 
rarchies and in explaining their properties. An as example, let me men- 
tion the beautiful method of «fractional powers» developed to explain the 
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properties of the KdV hierarchy. According to this method one has to 
consider the linear (Schrôdinger) operator 


(1.3) L=D?+q 


and to compute its square root in the ring of pseudo-differential opera- 
tors. This square root is a pseudo-differential operator which can be writ- 
ten in the form of a Laurent series in D! 


(1.4) L=D+qD" +9 D ?7+.… 


whose coefficients are differential polynomials in (g, 4, 4x, .…) which 
can be obtained by recurrence. Let us compute the odd powers of L!?, 
and let us take their differential parts: 


&),=D 
(5 (L*?), = D°+3/4 (Dq + qD) 


nn nn nn nn nn 


It can be proved that the commutators [Z, (L**!/?),] are differential 
operators of order zero. Consequently, the «Lax equation» 


(1.6) SL, CO A 


is equivalent to a partial differential equation on the function q(x, f) 
(playing the role of «potential» in the operator (1.3)) of the form 


9q 
(1.7) ôt = Px+41(Q Qu es Qck+ 1x): 


In this way one can generate the entire KdV hierarchy. 

The principal object of this paper is to emphasize a more geometric 
point of view in the study of KP and KdV equations (and many other 
related equations), showing that they can be dealt with in the spirit of 
classical analytical mechanics «à la Lagrange». We have only to endow 
the classical phase space of analytical mechanics with a supplementary 
structure responsible for the «iterative properties» displayed by these 
equations, and then we may follow the classical procedure. In this pa- 
per we shall realize this program for the KP equation. 
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We shall proceed essentially in three steps. Firstly, we introduce the 
basic model of the phase-space we are interested in, called a Poisson- 
Nijenhuis manifold, and we give concrete examples. A Poisson-Nijenhuis 
manifold is the typical phase-space of Hamiltonian mechanics (endo- 
wed with Poisson brackets) on which an additional tensor field of type 
(1,1) has been defined. For finite-dimensional systems, this tensor field 
provides, in a certain sense, a new description of the Lagrangean fibra- 
tion associated with every integrable Hamiltonian system [3]. For infinite- 
dimensional systems it plays a more prominent role. Secondly, we shall 
give the first elements of the geometry of these manifolds, and we shall 
state a reduction theorem allowing us to construct new, interesting exam- 
ples. In particular, we shall use this theorem to obtain the phase-space 
associated with the KP equation. Finally, we shall deduce the KP hie- 
rarchy (in a slightly more general form than usual) by using the previous 
results. 


2. Poisson-Nijenhuis manifolds 


The model of phase-space we are interested in is a special kind of Pois- 
son manifold. It is called a Poisson-Nijenhuis manifold since a second 
geometrical structure which was first considered by A. Nijenhuis [2], 
is assumed to be defined on M. It is described by a torsionless tensor 
field N of type (1,1), henceforth referred to as the Nijenhuis tensor field, 
obeying suitable compatibility conditions with respect to the Poisson brac- 
kets. To motivate these conditions is the main object of this section. 

Let us first recall that a Poisson manifold is a differentiable mani- 
fold M endowed with a Poisson bracket for scalar-valued functions, that 
is, a bilinear, skewsymmetric composition law (f, g) — {f, g}, satisfying 
the usual Jacobi’s and Leibnitz’s identities [3]: 


(2.1) (£, {e, h)) + (e, (h, FD +(h, (f, g)} =0 
(2.2) (fe, h}=f{e, h}+{f, 8). 


This bracket defines a linear mapping between one-forms and vector 
fields, and a Lie bracket over one-forms. The f-linear mapping 
P:X*(M) - X (M) is defined by 


(2.3) (df, Pdg)={f, 8]. 
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It is called the Poisson tensor field of M. The Lie bracket {æ, B]} is cha- 
racterized as the unique, skewsymmetric biderivation on X*(M) 


(2.4) (@, JB) =f{a, 8} + Lpx(S)B 


that «anticommutes» with the exterior derivative: 


(2.5) (df, de} = —d{f, 8]. 

The explicit form of this bracket for arbitrary one-forms « and 6 is 
(2.6) (æ, B}]=Lpa(B)— Lps(a)+d(a, PB), 

where (Pa, PB) are the vector fields associated with the one-forms «œ and 
B by P, where L,,,(.) is the Lie derivative along the vector field P«, and 
where {,) is the duality form between one-forms and vector fields. En- 
dowed with this bracket, the space X* (M) becomes a Lie algebra which 
is homomorphic to the Lie algebra X(M) of vector fields on M: 
(2.7 [Pa, PBI=P{a,.b). 


In a local coordinate chart, the components P/ of the Poisson tensor 
field are the Poisson bracket of the coordinate functions 


(2.8) PPT, 


and the components of the bracket {æ, 8] are explicitly given by 


kh 
CA BP [a de … LR 


Next, we consider a tensor field N of type (1,1), regarded as a f-linear 
mapping N':X(M) — X(M) on vector fields. We assume that the torsion 
of N with respect to the usual commutator on fields vanishes, that is 
that the condition 


(2.10) [Ne, NYI-NINe, dI-Nle, Nil+ N°lo, Ÿ1=0 


holds for any pair (@, d) of vector fields on M, where No denotes the 
vector field associated with & by N, and where the bracket is the usual 
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commutator. Such a tensor field will be called a Nijhenhuis tensor field. 
Four interesting consequences of condition (2.10), exploited in the theory 
of deformation of Lie algebras, are the following: 

1. The new bracket 

(2.11) [e, VIn: = IN, Ÿ1+[e, NYI- Ne, y] 


defined in local coordinates by 


C3 MES =Mi(e' ALT me) + 


ox" 
= AN, D) tv 


satisfies the Jacobi identity, and so it is a new commutator. 


2. The new bracket is homomorphic to the usual one 
(2.13) Ne, VIn= Ne, Nul. 


3. The old and the new brackets are compatible in the sense than any 
linear combination of these brackets 


(2.14) Le, VL=le, vl+tle, vly, TeC 


continues to satisfy the Jacobi identity. 


4. The torsion of N with respect to the new bracket vanishes 
(2.15) Ne, Nfn—NINe, Vn— Ne, Nilx+ N°, Yln=0 


so that the process of deformation may be iterated. 

To understand how to relate the tensor field N with the Poisson bracket 
so as to obtain a Poisson-Nijenuis manifold, let us consider the adjoint 
NY of N, defined by 


(2:16) (a, Nop)=(N*a, +). 
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It is linear map on X* (M) whose torsion with respect to the bracket (2.6) 
can be evaluated. So, it is quite natural to require that: 


i) N* be torsionless with respect to the Poisson bracket (2.6) 
217 (Na, N+B)— N*{N*a, B}— N*{œ, N*B} + N*°{o, B}=0 
just as N is torsionless with respect to the usual commutator, 

ii) the deformed Poisson algebra define by 
(2.18) {æ, Bin: = {N*a, B}+{«, N*B} — NY {a, b) 
be homomorphic to the deformed Lie algebra [o, ÿ]w, 


iii) the new bracket (2.18) coincide with the Poisson bracket associated 
with a new «deformed» Poisson tensor field Q on M. 


It can be shown that all these requirements are satisfied if 
(2.19) NOP=P°'NS 
and 
(2.20) [Nta, B}+{a, N*B)—N*{a, B}p={@, Bin. 
The last condition means that the deformed Poisson bracket (2.18) coin- 
cides with the Poisson bracket (2.9) associated with the skewsymmetric 
linear map Q = NP. When conditions (2.19-20) are satisfied we shall say 


that N and P are compatible. In a local coordinate chart these compati- 
bility conditions take the form 


(2.21) Ni P“#= pi N' 


a AR A 


222 N!, _ + 
ri, ox" ax" * gx" 
.[ONt  aN', 
A 
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It is of interest to remark that these conditions were considered in a com- 
pletely different context by Schouten in 1953, by studying the «bilinear 
concomitants» which can be built up from the given tensor fields N and 
P [4]. The previous discussion leads then to the following 


Definition (Poisson-Nijenhuis manifold) - À Poisson-Nijenhuis mani- 
fold is a Poisson manifold M endowed with a compatible Nijenhuis ten- 
sor field N. 


Let us now explain why we are interested in such a kind of manifold. 
Let G be a Lie group acting on the manifold M as a symmetry group. 
We are simply concerned with the infinitesimal action of the group, whose 
infinitesimal generators will be denoted by w,. For every element a of 
the Lie algebra g of G, , is a vector field on M. These vector fields 
satisfy the relations 


(2.23) L£> Pol = Pia, b] 

and 

2.24)  L,(P)=0 L,(N)=0, 

meaning that they give a representation of the Lie algebra g on M, and 
that they leave the tensor fields P and N invariant. By using the Nijen- 


huis tensor N, we extend the algebra of generators by introducing the 
«iterated generators» 


(2.25) eh: =Nie,. 

It is easily proved that the new vector fields satisfy the relations 
2269 [ve efl=eun 

and 

(227) L,;(P)=0 Lyj(N)=0. 

This means that we succeeded in extending the given Lie algebra g into 
a Lie algebra of Kac-Moody (without central extension), in such a way 


as to preserve the invariance conditions (2.24). In particular, if the ele- 
ments a and b commute in g, the corresponding vector fields #4 and vf 
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commute on M: 
(2.28) [oi, p5l=0 if [a, b]=0. 


It is this property which makes the PN manifolds so interesting for the 
study of nonlinear soliton equations, as we shall see in the following sec- 
tions. The basic rule (2.25) will replace, in our approach, the rule of «frac- 
tional powers». For more details on the geometry of PN manifolds the 
reader is referred to [5]. 


3. Three examples 


In this section we shall quickly describe three simple examples of PN 
manifolds. The first one is of interest since it provides a local model of 
a sufficiently wide class of PN manifolds. The remaining two examples 
deal with the study of PN structures on Lie groups and the duals of the 
Lie algebras. The peculiarities of the underlying manifolds allow us, in 
this case, to reduce the study of the compatibility conditions to an alge- 
braic problem. 


3.1 Inthe first example, as manifold M we consider a simply connec- 
ted open set U of R°?". To construct the Poisson and Nijenhuis tensors, 
we consider 2n independent functions (f, g;), j=1, 2, …, n on U which 
satisfy the canonical commutation relations. They are used to construct 
the two one-forms 


(3.1) 0= ÿ. fdg, 


= 
il 
(3.2) 0'= Y pi dg;. 
JE 


Let w = d0 and w’ =d@’ be the corresponding two-forms. The former 
gives U the structure of exact symplectic manifold; the latter allows us 
to define, in connection with the first one, a Nijenhuis tensor according to 


(3.3) &(Ne, Ÿ)=w"(e, Ÿ). 


We claim that the tensor field w and N give M the structure of PN mani- 
fold. This result is easily proved by using the coordinates 
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(3.4) X;=f;(q, p) y;=8;(@Q, p) 


naturally associated with the function (f, g;), and by checking that all 
the required conditions are trivially satisfied in this coordinate system. 

More interesting is the remark that, under assumptions to be speci- 
fied below, any PN manifold is locally described by the previous exam- 
ple. The first assumption is that M be a symplectic manifold. This entails, 
in particular, that the dimension of M must be even: dim M=2n. This 
number provides an upper estimate of the number of distinct eigenva- 
lues of N. Indeed, by the first compatibility condition (2 .19), the tensor 
field N can have at most n distinct eigenvalues at any point of M. Our 
second assumption is that the Nijenhuis tensor N has exactly nr functio- 
nally independent eigenvalues on the open subset U of M, where we ha- 
ve restricted ourselves. Under these assumptions the following statement 
holds: 


Proposition (Darboux theorem for PN manifolds) - Let M be a 
symplectic-Nijenhuis manifold of dimension 2n, and let U be a simply 
connected open submanifold of M, where N has n functionally indepen- 
dent eigenvalues. Then, on U, there exist 2n functions {f, g) generat- 
ing w and N according to the previous example. 


The proof of this statement is accomplished in several steps. First of 
all, one has to remark that the traces of the powers of N 


(3.5) H=Tr Nt 


are related by the recursive relations 
(3.6) dlx:1=N*(al;) 


as a consequence of the vanishing of the torsion of N. It follows that 
they are in involution with respect to Poisson bracket, due to the first 
compatibility condition (2.15). Indeed, for j <K, 


(2.3) (3.6) (2.19) 
GD (1) = (dl, PQ) = (dl, P(N*Ÿ dl) = 0. 


Let us then choose the eigenvalues of N as the first » functions f;. Sin- 
ce they are independent and in involution on U, by algebraic operations 
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and quadratures only, it is always possible to construct other # func- 
tions g; sO that the symplectic form takes the canonical form 


(3.8) w= ÿ. df,\dg,. 


J=i 


Let X; and Y, be the Hamiltonian vector fields associated with the func- 
tions f; and g; respectively. The second important remark is that the vec- 
tor field X; is an eigenvector of the tensor N associated with the 
eigenvalue f;, 


(3.9) NX, =fX;. 


This is a different form of the recursive relation (3.6). This condition 
and the first compatibility condition (2.19) with the symplectic form fix 
the form of N 


G.10) N= Y SX @ d8;-Y,@ df)+ Y ax Y;, ® ds; 


j=1 J,k=1 
up to the choice of an arbitrary skewsymmetric matrix a. The second 


compatibility condition (2.20) then requires that this matrix be constant 
on U. Therefore, by a suitable, final canonical transformation of the kind 


os 
GAD  f=f CNE, CU 


we can ignore the last term in Eq. (3.10), proving that w and N can be 
set simultaneously into the canonical form 


G.12)  w= Ÿ df; Adg; 


J=l 


(3.13) N= 3 J; (À; @ dg; —- Y; @ df;). 


J=1 


This proves our statement. 
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3.2 The second example is related to the theory of Lie-Poisson groups 
recently introduced by V.G. Drinfeld [6] [7]. In this example M=G is 
a Lie group, and we look for Poisson brackets on G which are invariant 
with respect to left-translations: 


(3.14) Pi Le fa Le) = f)'Le 


It is easily seen that this problem is equivalent to the algebraic problem 
of finding «classical r matrices», namely a linear skewsymmetric map- 
ping R:g* —g, from the dual g* into the Lie algebra g, satisfying the 
following conditions, 


(23) (E, Ra) mir: (n, RE) 
(3.16) (£, [Rn, R6]) + (n, LRO, RË]) + (0, [RE, Rnl) =0, 


for any (£, n, 0)eg*. Indeed, left-invariant Poisson tensors on G and 
classical r matrices correspond to each other through the relation 


(3.17) (As PX,)=(E, Ra), 


where (À; À,) are the left-invariant one-forms on G associated with the 
elements (£, n)€g*. 

Assume that we have a classical r matrix on g, s0 that G is a Poisson 
manifold. The important remark is that G is also a PN manifold, wi- 
thout any additional condition on R. To construct a compatible Nijen- 
huis tensor A, it suffices to choose arbitrarily any element œ€g* of the 
dual of the Lie algebra. If (r,, r,) are the right-invariant vector fields 
on G associated with the elements (x, y)€g, we consider the right-invariant 
presymplectic two-form w on G, defined by 


(3.18) or, r)=(o, [x y). 


Let Q:X(G) — X*(G) be the linear map associated with it. The tensor 
N is thus obtained by contracting P with Q according to [5] 


(3.19) N=P:. 


Many different PN structures can apparently be constructed on a Lie 
group G by the previous procedure. For instance, by direct inspection, 
one finds that the most general classical r matrix on G=SL (2, C) is gi- 
ven by 
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(3.20) R=a(hAe)+b(hAf)+c(eAf), 
with the quadratic constraint 
(3.21) 4ab—c?=0 


on the coefficients of R with respect to Weyl basis 


rm Di ce 
ere 


in sl(2, C). So, apparently, there is a double infinity of classical 7 matri- 
ces on SL (2, C). However, if we take into account the obvious equiva- 
lence relation according to which R is equivalent to R' if R’=Ad,-R-: 
- Ad* for some geG, we have the unique solution 


(3.23)  R=enf. 


The corresponding Poisson bracket on G is given by 


(e, da(g):g"") (e, db(g)-g") 


2 É (f, da(g)-g7") (f, db(g)-8"") 

where (a, b) are scalar functions on G, and da(g)-g”! is the pull-back 
of the differential of a from the point g to the identity of the group, 
by left-translations. This is the unique left-invariant Poisson bracket on 
SL(2, ©), up to equivalence relations. Similar problems of classification 
under equivalence relations can be set for PN structures on G. No gene- 
ral results, however, are presently known for this question. 


3.3 The third example is closely related to the previous one [5]. Now, 


M is the dual of the Lie algebra: M=g*. To construct the structure we 
are interested in, we consider a coadjoint 2-cocycle o:g X g — R such that 


(3.25) o(x, })= — a(y, X) 
(3.26) o(x, [y, z]) + o(y, [z, xl) + oz, [x, y)]=0 


for any x, y, z€g, and for an element a€g*. Then we construct the ten- 
sor fields on g* defined by 
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(3.27) pi(x P)=0(x, p)+X(E, [x yl) 
(3.28) gx, y)= (a, (x, yl). 


where X is a real or complex parameter. In these formulas, the element 
£eg* has to be regarded as the point of the manifold and the elements 
x, yEg have to be regarded as constant one-forms on g* (as usual, we 
identify the tangent space 7;M at the point £ with g* itself, and the co- 
tangent space 7:*M with g). So Eq.s (3.27-3.28) define two skewsym- 
metric tensor fields of type (2,0) on M=£g*. If £ :g— g* is the linear 
map associated with the cocycle o through the formula 


(3.29) o(x, y)=(Ex, }), 


the linear maps P and Q associated with the tensor fields p and g are 
given by 


(3.30) P,x=Ex-Xadf Et 
(6731) Q:x= —- ad*a, 


where ad* is the generator of the coadjoint action of g on g*. In parti- 
cular, the second tensor field is constant on g*, i.e., it does not depend 
on the point £. It can be regarded as a special case of the first tensor 
field corresponding to the choices À=0 and Ex = ad#*, i.e., to the choi- 
ce of an exact two-cocycle. It is a well-known result [3] that the brackets 


(3.32) (, 8) P(E):=p:(df(E), dg(&) 
(3.33) (S 8)0(8):= a; (df(E), de(E) 


verify the Jacobi identity. and so they are Poisson brackets. Moreover, 
they are compatible in the sense that any their linear combination still 
satisfies the Jacobi identity. Consequently, the dual space g* is a biha- 
miltonian manifold. It is not yet a PN manifold since the «factorazibili- 
ty property» Q= NP is not yet guaranteed. However, this problem is 
overcome if the linear map P can be made invertible by a suitable choi- 
ce of the cocycle s. In Sec. 5 we shall see an example of this situation. 
Other interesting examples of PN manifolds are obtained from this exam- 
ple by using the «reduction technique» to be explained in the next section. 
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4. The reduction technique 


Let us recall some elements of the geometry of PN manifolds [5] [8]. 
At each point of M, the tensor field N defines two hierarchies of nested 
subspaces 


(4.1) Im N,, > Im N2,>.. 
(4.2) Ker N,,C Ker N°, C … 


contained in the tangent space at that point. For finite-dimensional ma- 
nifolds, these two sequences become stationary at the same time. This 
means that there exists a finite integer r(m) (called the Riezs index of 
N at the point m) such that 


(4.3) ImN'=ImN'*! Ker N'=Ker N'*!. 
The last subspaces split the tangent space into the direct sum 
(4.4) T,M=Ilm N7, ® Ker N,,. 


So, N defines on M two transversal distributions (the Fitting’s distribu- 
tions). In general, they are involutive but not of constant rank. For in- 
stance, if M=R? and N=x (9/0x @ dx+8/8y @ dy), the Riezs index 
is everywhere r= 1, and the dimension of Ker N (and consequently of 
ImN) is either 0 or 2. This case is intrinsically irreducible. Assume, on 
the contrary, that Im N°, and Ker N, are proper subspaces of T,,M, 
of constant dimension over M, so that the previous distributions are in- 
tegrable in the Frobenius sense. Moreover, assume that the quotient space 
M' =M/Ker N'is a quotient manifold, according to the standard pro- 
jection scheme of differential geometry. Then, M’ is a new PN mani- 
fold once equipped with the unique Poisson and Nijenhuis tensors P” 
and N' making the projection r:M— M" a Poisson morphism. 

Referring to [9] for the proof of this statement, let us describe more 
carefully how to compute the reduced tensors explicitly. To this end, 
it is suitable to use the technique of the transversal section. Let S be any 
submanifold of M such that 


(4.5) T,M=Ker N', ® TS 


at every point of S. This manifold provides a kind of local chart for the 
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quotient manifold M’ = M/Ker N'. The tangent spaces at the different 
points of S are not required to be invariant with respect to N so we can- 
not restrict /V to S. Nevertheless, we can make AN act on S as follows: 


1. we project ç, on Im N' along Ker N’ according to (4.4), 
2. we take the image No, of the projection , of w,, still in Im N”, 
3. finally, we project Ne, backwards onto TS according to (4.5). 


The composition of these projections with the tensor N acting on 
Im N’ gives a linear mapping N’, defined on S, that leaves TS inva- 
riant. This is the reduced Nijenhuis tensor we are looking for. 

As for the reduction of the Poisson tensor, one has to consider the 
decomposition of the cotangent space 


(4.6) TF,M = Ker(N*)' @ Im(N*)' 


induced by (4.4) at each point of S. By (4.5), the subspace Im(N*)’ can 
be identified with the dual space T*S. Moreover, the tensor field P 
maps Im(N*)' into Im(N)’ by condition (2.12). So, once the identifi- 
cation 


Im(Ny)"= TS 


has been accomplished to recover the reduced Poisson tensor P’ on S 
it suffices 


1. to map any covector æ;€Im(N*)’ into a vector w,€Im N',according 
to @r= Par, and 
2. to project w, into a tangent vector to S according to (4.5). 


These simple schemes give us immediately both the reduced Poisson 
tensor and the reduced Nijenhuis tensor on S, as it will be explained by 
the following example. 


5. The KP hierarchy 


The XP equations is a partial differential equation for a scalar-valued 
function g(x, y, ?) of three space-time variables, usually written in the 
form (1.1). In the present paper we shall give a slightly more general 
and abstract formulation of the KP theory, defining the KP equation, 
and the related KdV equation, as evolution equations in an abstract al- 
gebra with unit. The freedom in the choice of the algebra allows to give 
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different realizations of the abstract schemes, and so to recover diffe- 
rent classes of equations from a unified point of view. 


5.1 The geometrical setting of the theory is the following one. We con- 
sider an associative algebra À with unit, endowed with a derivation 
D:A — A. We call X=Ker D the subalgebra of the «constants», namely 
of the elements annihilated by D. We suppose that in À there exists a 
subalgebra Q stable with respect to D, and such that D restricted to Q 
is invertible. Furthermore, we suppose that Q is endowed with a metric 
(,):QxXQ—R allowing us to identify Q with its dual space Q*. This 
assumption, although not indispensable, will entail a certain simplifica- 
tion of the formalism. Moreover, the metric is required to make D skew- 
symmetric 


(5.1) (@, DB)+(B, Da) =0, 
and to verify the relations 
(5.2) (aB, y)=(B, ya)=(a, By). 


This means that the adjoint of the left (right)-multiplications with re- 
spect to ( , ) are the right(left)-multiplications. In particular the metric 
itself is ad-invariant. Henceforth, we shall set 8,= DB to simplify the 
notation. 

The algebra Q endowed with the two-cocycle 


(5.3) w(æ, B)=(a, B) 


is a bihamiltonian manifold according to the results of Example 3. The 
same property is shared by the product of several copies of Q, and, in 
particular, by the space of 2X2 matrices with entries in Q. This is the 
space in which we are setting our study. More precisely, as a manifold 
M we consider the affine hyperplane of 2X2 matrices 


(5.4) (À ae A 
| 43 4 119 


where (q;, 4, 43, 4,)€ Q and ceK is any constant keeping Q invariant 
with respect to both left and right multiplications: 


(5.5) c(Q£cQ, (Qcco. 
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The tangent space 7,M, naturally identified with Q", is endowed with 
the metric 


(5.6) (a, B):=(o, B1)+ (a, B3)+ (os, B2) + (os, B4) 


which allows us to identify T*M with 7,M. The bihamiltonian struc- 
ture of M is defined by the Poisson tensors 


(5.7) Pa(a, B)=(B, à, )+(u,[æ, BJ) 
(5.8) a(a, B)=(a, [æ, BI) 
where the commutator is now the commutator of 2x2 matrices, « and 


B are matrices with entries in Q, and a is any 2 X2 matrix with constant 
entries. To recover the KP theory we set 


_ Lou 
Geo a=( :) 


The linear maps P and Q associated with the tensors p and g are given by 
(5.7bis) ç@=P,a: p=a,+[u, al 


(5.8bis) g=Q,a: w=f{a, x]. 


5.2 The geometry of this bihamiltonian manifold has been studied in 
[5] [8]. This study shows that the submanifold S of the (Frobenius) ma- 
trices 


5.10 = CROP 
G# = ( d| bi sil 


corresponding to g, =gq;=q4=0, satisfies the assumptions of the reduc- 
tion theorem. Indeed, on S, 


1. the Riezs index of N=Q-P"! is everywhere r=2, and 
2. the distribution Ker /V? has «dimension» f=3 and is transversal to 
S; the vectors w, belonging to this distribution are given by 
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Bix—B2+(q+0)83 Bat+(g+0c)Bi—B:(g +0) | 


SA = 
So fé Ba + B2— B3(g +0) 


where (B;, B; B:, B:)€ Q obey the constraint B,—8B;+18B3,=0. 


3. The distribution Im N° is transversal to Ker N°? and is given by 


3 3x 


(5.12) p,€Im N':er= | | æ€Q, 


0 m2: 


4. The projection of TS on Im /V? along Ker N°, and its inverse are 
given by 


0 + 1 {De g 
S 13 :Ds=  Pr= — 
( ) LT és Si PI 0 ne 


x 0 2a 
(S.14) rie (® ne => | qu) 


0 ae 


Let’s check the formula for Im N°? to show how the method works. 
The first step is to evaluate the linear maps P and Q at the points of 
S. The result is: 


with 


jy 
œ = 
3 C4 
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: — 0 +(q+c)oz os 


Ox + Oi — A4 ax + 2 — 3(q + C) 


In particular, we see that the vectors & belonging to Im N satisfy the 
relations 


(5:15) p3=0 pi+p=0. 


To compute Im N°? we impose the same conditions on y, i.e., we im- 
pose on Ÿ that it belongs to Im N. This immediately yields the constraints 


(5.16) (a +a),+[q+c, a] = 0; 1 — 4 +03, =0 


on «, defining Im N*. The corresponding vectors # = Qa satisfy the fur- 
ther condition 


(5.17) Pix P2= 0. 


Conditions (5.15) and (5.17) define Im N°. Now we iterate the process. 
We impose on Ÿ to satisfy the additional constraint (5.17), and we find 
the corresponding condition on @, 


(5.18) Oixx + [(Q + cho], - 202, —(q + cas + di (g+c)=0, 


defining Im (N*)?. The new condition, however, does not impose any 
condition on w, which is independent of æ,. This means that the recur- 
sive procedure becomes stationary at the second step. So r=2. 


5.3 By solving the constraints (5.16-18) with respect to (œ;, œ>, æ4), 
and by inserting the final answer in the expression of P and ©, one rea- 
dily obtains the following explicit form of the restriction of P and Q 
to Im(N*})? at the points of S, 
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re 
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Ent 
I 
with 
1 1 
xs DTla+coal œ 
[04 _ 
: : D''[q+c, ] 
œ mA ri , 
3 2 3 > q 3 
3 3x 
PIE OS. 
B Bax 
= | À , 
ER À 
where 
1 1 1 1 
2 — Do Peter le CEE tr qg+c}+ 


1 
— 4 Des g+c}+la+c, D''[as, g+cll) 


B3x= — Gin t (3,9 + C}+ {os,g +c)+[g+c, D '[os,Q + cl]. 


To compute the restrictions of P and Q to S, we have simply to compo- 
se these relations with the projections r:7S—Im AN? and x !: 
Im N?-— TS according to the following scheme 
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É (o 0) 
I TM CNE 
0 A 0 0 


0 
4 — 1 a “= (0 d 


Immediately one gets the relations 


(5.19) p=2@, 


(5.20) = at la 9+ + {as a+ + [a+c, D''Ta,g+ cl) 


1 
(5.21) Venere g+c}+{(D''e, g+os+ 
+{g+c, DID 'e, g+c]). 
They give the explicit formula of the reduced tensors Q’, P’ and N' onS. 


5.4 Finally, let’s introduce the last element of the theory, namely the 
symmetry algebra. To this end, we remark that the vector fields 


(5.22) ev(u)=[u, b], 


defined over the space of 2 X 2 matrices, are symmetry generators of the 
Poisson tensors (5.7) and (5.8) for every constant matrix b commuting 
with the matrix (5.9), 


(5:23) [pb a1=0; 
Indeed, the first Poisson tensor P turns out to be invariant since b is 


constant; the second Poisson tensor Q is invariant since b commutes with 
a, The most general constant matrix commuting with a is given by 


5.27 Riu 
(5.29 fe . 
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with (b,, b,)eK. Consequently, the generators w,(u) are explicitly given 
by 


(5.28) ue —b, [a+c, . 


0 + b, 


We have to require that they belong to the tangent space T,,M. So, we 
must set b,=0, and 


(5.29)  [c, b]=0 


to assure that [g+c, b.]€Q, since T,,M is identified with Q*. If we pro- 
ject the vector fields (5.28), with b,=0, onto TS we obtain the vector 
fields on Q given by 


(5.30) gr, (a)=lg+c, bi] 


which correctly define a symmetry algebra of the reduced tensors 
(5.19-20-21). In particular they satisfy the commutation relations 


(5,5 1) [os Pb] — Pb, b}° 


Let us now consider also the symmetry generators associated with b,, 


(5.32) site ont 
0 | 0 vo 


We remark that they formally belong to the distribution Im N°, since 
b,=0. So there exists a unique vector field ÿ,,(w)€eIm N? such that 


(5.33) pu) = N, Ÿr,(u), ù 


since N, is invertible on Im N°. Explicitly, the entries (Y,, Y>, V3, V4) 
of ÿ,,(u) are given by 
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1 
Mon are b}+D-'[g+c, D''[b,, g+cl] 


1 
= ({Q b}+[qg+c, D''[b, qa+cl] 


(5.34) 
ÿ3=0 


il 
We (g+c, b}+D-'Ig+c, D 'b:,lg+cl)). 


Let us now recall that a Nijenjuis tensor maps symmetries into symme- 
tries, and that the inverse of a Nijenhuis tensor, if it exists, is a Nijen- 
huis tensors. So, we realize that y,,(u) is a good candidate to be a new 
symmetry generator. If we project it onto TS in the usual way we obtain 


1 
(5.35) Va = ({b:, 4) +la+c, D" [b:, g + cl), 


which is tangent to Q under the same condition (5.29) imposed on b.. 
A direct verification shows that these vector fields are indeed symme- 
tries of the reduced tensors P’, Q' and N', and that they verify the fol- 
lowing commutation relations: 


(5.36) [Ve Va] =N, : Vbs, ce) 


(5.37) [op Ÿs.] an Ve, b]* 


In other terms, the vector fields &,, and y;, are the first members of the 
Kac-Moody Lie algebra of symmetries associated with N’, according to 
the claim of Sec. 2. So, even if the procedure leading to (5.35) is not 
completely satisfying from a theoretical point of view (because of pro- 
blems of domain), the final result is rather interesting. Accordingly 


Proposition. Any subalgebra Q of an associative algebra À with a deri- 
vation D such that: 

1. Q is stable with respect to D 

2. D is invertible on Q 
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3. Q is equipped with a bi-invariant metric making D skewsymmetric, 
and such that (ag, B)=(q, Ba)=(a, qB), 


is a Poisson-Nijenhuis manifold equipped with the tensors 
p=2a, 


62 (at (a,9+ het fa + 6) +1g+6 Das g+ cl) 


where c is any constant such that 


c@cQ (Qcco. 


The symmetry algebra of this manifold is defined by two families of vector 
fieds 


en, (g)=1q+c, b]] 


1 
Vo: (9) = (2 g3+la+c [b;, D°'qll), 


where (b,, b,) are constants commuting with c. 


5.5 We are now ready to construct explicitly the hierarchy of commu- 
ting KP equations in the present abstract algebraic setting. Consider the 
Abelian subalgebra (1, c, c?, c*, .….), and consider the corresponding ite- 
rated infinitesimal generators 


pk= Ne 


where ©, is either one or the other of the symmetry generators. Accor- 
ding to the general result of Sec. 2, all those vector fields commute in 
pairs, and the vector fields of one hierarchy commute with those of the 
other hierarchy. Explicitly, for the first generator (5.30) we find [10] that 
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1 
(538) pi=7 (mt D 'a)+29a)+ 
île [q, Dy'IDS'GS q] —D”?q,]+D°'[D-'4, gl, + 
LR 
on It des q) 


es ra {c, qy) 
where we have set 
(5.39) q,=[c, q] 


to denote the interior derivation associated with c. In the same way, for 
the second infinitesimal action (5.35), we find that 


Vo= x 


1 3 1 1 
5.40 = 7.1 {0 a+ are D la cllt—(4. 
(5.40) Vo 0 14 q) 112 c [g, ci] 2 (2 c) 


1 1 
Vi=s Ur d+lare DT fe; gl] 


for the first infinitesimal generators. We see that they all contain the 
derivations D and [c, -] and the anticommutator {c, -}, which is not a 
derivation. However, we can remark that if we consider the following 
combinations, 


. NA 
(541) æi= X (-1) | ) eh; 
i=0 , 


all the terms containing the anticommutator cancel. This property has 
been explained in [10]. Explicitly, we obtain the following hierarchy of 
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purely integro-differential equations (i.e., depending only on the deri- 
vations D, [c, :] and the inverse D_!), 
Pix 
Pi dy 
(5.42) pr=Qt3(g, 4)+3D7'q,,+31q, D''q} 
P2= Guy = (do D7'g,}-2{(g,9)+D7?q»+ 
+[g, D°g,-D°"{D "a, all + D "[g, Da}, 


and so on. This is the celebrated KP hierarchy written in purely alge- 
braic terms. 


5.6 An explicit realization will help to clarify the importance of igno- 
ring the terms with the anticommutators {c, -}. To this end, let Q be the 
algebra of differential operators 


d} 
5.43 = :1(X, y, É) — 
(543)  q L és» De 


whose coefficients are C®-functions rapidly decreasing to zero at infi- 
nity, in all directions. We set D —9/0x and c=d/dy, and we compute 
the vector fields (5.38) on the submanifold of zero-order operators 


(5.44) q=@o(x }, t). 
We obtain the following vector fields: 


k 
0 


po=0 


e doy 
1 
(5.45) Le ar (— Qoxy + 2Q0x (D! Qoy) + 4Q0Q0y+ 2 Qoyy— D? Qoyyy) + 
+ Qoy9/0Y 
PS = Go + Go 9/9y. 


We see that, even if evaluated on the subspace of zero-order operators, 
these vector fields are not zero-order operators. This means that they 
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are not tangent to this subspace, and so they cannot define flows on it. 
The vector fields (5.38) exist in the infinite-dimensional algebra Q of dif- 
ferential operators of any order due to the presence of the anticommu- 
tator {c,-]. On the contrary, for the special linear combinations (5.42) 
we get 


Pi oy 
(5.47) 
P2 = oyy — 2Gox(D d Qoy) 7 4GoQoy + D Co. 


and so on. They are all zero-order differential operators [10]. So, they 
define commuting flows on the finite-dimensional subalgebra of zero- 
order differential operators. This is the usual KP hierarchy. More in ge- 
neral, the hierarchy (5.42) defines commuting flows on every subalge- 
bra Q’ C Q which is stable with respect to the derivation [c, -], but 
possibly unstable with respect to the anticommutator {c, :}. Therefore, 
we see that the process of forming the linear combinations (5.41) amounts 
to a final reduction on suitable subalgebras contained in Q. 


5.7 To complete our example, we mention a few different realizations 
of the general scheme. First, we consider the algebra of entire series 


(5.48) q= Y a& ON 


j20 


instead of the algebra of differential operators. If we choose c=X, and 
we restrict on the subalgebra of zero-order polynomials we immediately 
recover the KdV theory [10]. Other subalgebras are also worthwhile. For 
example the subalgebra of the polynomials of fixed degree n 


ga =Qo+dil+...+q,X" 
equipped with the multiplication law 

g*q"=@QoQo + A(Q1Qo + Qogi) +... + X"(goQn +... + QnQo). 
By the choice c=X"*!, one recovers the differential equations in (7 + 1) 
fields (Go; 41; ..…, g,) associated with the so-called «energy-dependent 
Schrodinger eigenvalue-problem» [11]. With a little generalization of the 


theory, consisting in modifying the first Poisson tensor (5.7 bis) in the 
following way 
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P,a=ea,+lu, al 


where € is any constant belonging to the center of À (for example, in 
the matrix case, c can be a multiple of the unit matrix), it is also possi- 
ble to recover the new interesting classes of equation recently discove- 
red by Antonowicz and Fordy [12]. The study of these examples is outside 
the limits on the present work. Nevertheless, we hope that they can give 
an idea of the unifying power of the abstract approach. 
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Variables actions-angles: 
leur détermination et leurs singularités 


Charles-Michel MARLE 


Introduction 


Depuis quelques années, les système hamiltoniens complètement in- 
tégrables donnent lieu à de très actives recherches. Le Professeur P. Van 
Moerbeke et d’autres orateurs exposeront à ce colloque les raisons de 
cet intérêt renouvelé, et décriront les importants progrès accomplis dans 
ce domaine. Nous nous proposons d’exposer ici quelques notions qui 
s’y rattachent, relatives aux variables actions-angles et à leurs générali- 
sations. 

Les paragraphes 1 et 2 exposent, en donnant des démonstrations à 
peu près complètes, mais élémentaires, les résultats classiques concer- 
nant les variables actions-angles, tout d’abord au voisinage d’un point, 
puis au voisinage d’un tore lagrangien sur lequel les intégrales premiè- 
res deux à deux en involution du système hamiltonien considéré pren- 
nent des valeurs constantes. La construction explicite des actions est 
illustrée sur l’exemple du pendule sphérique. La partie 3 décrit une gé- 
néralisation de la complète intégrabilité, due à Mishchenko et Fomen- 
ko. La partie 4 traite des aspects globaux des actions-angles, et décrit 
notamment la notion de monodromie introduite par Duistermaat. Cer- 
taines généralisations, dues notamment à Dazord et Delzant, sont briè- 
vement exposées dans la partie 5. Enfin la partie 6 indique quelques 
résultats sur les singularités des familles de #7 fonctions deux à deux en 
involution sur une variété symplectique de dimension 2n. Les exemples 
du pendule sphérique et du problème d’Euler-Lagrange, étudiés très en 
détail par Cushman et Knôrrer, sont brièvement décrits. 


1. Étude locale au voisinage d’un point 
1.1. Hypothèses générales et notations. Soit (M, {) une variété symplec- 
tique de dimension 2n, et H:M—R une fonction différentiable, appelée 


hamiltonien. On note * dH le champ de vecteurs tel que 


i(* dH)Q = -dH. 
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On suppose qu’il existe, sur un ouvert U de M, n fonctions différentia- 
bles f,, ..., f,, deux à deux en involution, 


(fs f}=0, I<ij<n, 


dont les différentielles sont linéairement indépendantes sur U, et telles 
que dH appartienne, en tout point de U, au sous-espace vectoriel de l’e- 
space cotangent à M en ce point engendré par les valeurs en ce point 
de df,, …, df,. Alors localement, H est de la forme 


H= HA) avecsf-(fis.s h); 
où À est une fonction différentiable définie sur un ouvert de R”!. 


1.2. Théorème (Jacobi-Lie-Carathéodory [1]). Au voisinage de chaque 
point de U, il existe n autres fonctions différentiables g;, .…, g,, telles 
que l’expression locale de la forme symplectique Q soit 


Q= 5» dfn dg, . 


i=1 


La détermination locale des fonctions g,,.…, g, se fait par des calculs 
utilisant exclusivement des quadratures, des dérivations partielles et des 
étliminations. 


Démonstration. Supposons connu, au voisinage du point considéré, un 
n 


système de coordonnées locales canoniques de M, noté (x!,..., x", 
V1»... Y,). On a donc 


Q= 3 dx' A dy: 


i=1 


Supposons également qu’au voisinage du point considéré, les différen- 
tielles des fonctions fi, …, f,, x', .…, x" soient linéairement indépendan- 
tes. Une lemme d’algèbre symplectique (Arnold [2], paragraphe 41, page 
222) montre d’ailleurs qu’on peut toujours, par une permutation cano- 
nique des coordonnées locales x!, …., x", y, ..., y, Se ramener à ce cas. 
On peut alors prendre pour coordonnées locales fi, ….,f,, x!,..., x", et 
exprimer localement Q sous la forme 
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Q = > ni \ df; , 


i=1 
OÙ M5: Mn Sont des 1-formes appartenant à l’idéal engendré par 


dx',…, dx". Cela résulte en effet du fait que les fonctions f;(1 < i < n) 
sont deux à deux en involution. On a donc 


Mi >» ax (x, f) 1 + 


k=1 


Moyennant l’introduction de constantes, on peut aussi supposer qu’au 
point considéré, les coordonnées locales x!,…, x" sont nulles. 
On notee Y, la famille à un paramètre s € [0,1] d’applications 


PQ line) = (OR 2 EM is Th): 
On a 
Vi, Eine Die: 04h). 


L'image réciproque de la forme symplectique Q@ par l’application Y, a 
pour expression 


Y+Q=— 5 (=thax((1—6)x, fJdxt A df, . 


i,k 
En dérivant par rapport à f, on obtient 


d 
a 0 : L ax((1— 6x, P}dx* A df,- 


-YG-9x se (A—r)x, Prdx* À df.. 


ik, 


En exprimant que { est fermée, on obtient 
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0=d2=- Y CD oi ne nd 


1 
ik, 1 x 
dax (x, f) k 
+ dfi\ dx" A df, , 
L ag f, 
d’où 
d@; _ day dy - day LE (*) 
DYANAR  MAR ET e 10 


On peut donc écrire 


d 
ne = L œx((1—t) x, f) dx* A df, 


= 2 (1=-Dx + 2  ((=r)x P)axt Adf,. 


ik, l 


Compte tenu de Y#*Q=Q et de Y*Q=0, on peut écrire 


ir 
El 


| ax ((1 — f)x, par dx" A df, 


+ 


ä, 


1 
+ | (1—-t) xt ((—-#)x, par ax* A df.. 
ik,1 Lo 


Posons 


1 
He = 2 | veut 92 dr ñ 
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On a alors 


ee À [[ ay((1—f)x, par dx! 


! 


pla tx x EL (A-nx, par) a 


k.I 


y 1 dati ( 
-E [re - 2 -Dx.n4r| df, . 


k, 1 


On en déduit 


1 
> df, A dg;= D 1] (9 Pa! dx! A df; 
i 0 


il 


+ IL (1— es _ er ie os. nar|ast A df, 


i,k,l 


+Y EE Pt 2 (0x .Pat| af nd. 


ik, 1 


Mais le troisième terme est nul, compte tenu de la seconde relation (*) 
ci-dessus. On a donc bien 


9= }> df,\ dg; . [a 


i=1 


1.3. Remarque. Dans les hypothèses du théorème de Jacobi-Lie- 
Carathéodory, la famille de fonctions (g,, ...,2,, fi, .…, f,) est un systè- 
me de coordonnées locales sur M. On peut appeler les f, pré-actions et 
les g; pré-angles. Dans ce système, les équations de Hamilton s’écrivent 
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dg; _ A 
dr aie 
4 = ps 

dt 


Ces équations s’intègrent immédiatement, et conduisent à 


0 
8: (€) = 8; (to) + (— to) af. (Fo), 


SO) = fi). 


Localement, on a intégré le système hamiltonien (M, Q, H), en le linéa- 
risant. 


2. Le voisinage d’une fibre 


2.1. Les hypothèses et notations étant celles de 1.1, on suppose en outre 
N=f" '(a) connexe et compact. On peut d’ailleurs se ramener à ce cas 
lorsque N n’est pas connexe maïs a une composante connexe compacte, 
en remplaçant U par un ouverrt plus petit. Le théorème de Liouville per- 
met alors d’affirmer que N est difféomorphe à un tore, et qu’il existe 
un voisinage de N dans M symplectomorphe à un voisinage de la sec- 
tion nulle de T*N. On peut même énoncer 


2.2. Théorème (Liouville-Arnold-Avez [3]). 1 existe, sur un voisinage 
ouvert W de la fibre N dans M, n fonctions différentiables I,, .…, I,, 
chaque I; n'étant fonction que de (f;, .…, f,), dont les différentielles 
d1;,...,dI, sont linéairement indépendantes, telles que les flots des 
champs de vecteurs * dl, soient périodiques, de période 2r. Il existe éga- 
lement sur W des variables angulaires y;, …, y,, définies modulo 2x, 
telles que 


Q= >: di, A dy; . 


i=1 


L'ouvert W de M s'identifie à un voisinage de la section nulle du fibré 
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cotangent au tore de dimension n, y1, …, y, étant les variables angu- 
laires sur ce tore, I,, …, 1, les coordonnés conjuguées sur les fibres co- 
tangentes. 


Démonstration. Puisque N est connexe et compact, c’est un tore lagran- 
gien. D’après un théorème de Weinstein [23], il existe un voisinage W 
de N dans M difféomorphe, par un difféomorphisme symplectique, à 
un voisinage de la section nulle de T*N. On peut donc définir une pro- 
jection g:W— N correspondant à la projection canonique de T*N sur 
N. En restreignant éventuellement W, on peut faire en sorte que (g, f) 
soit un difféomorphisme de W sur le produit de N et d’un voisinage ou- 
vert f(W) de a dans R’. Pour tout z€f(W), f !(z) est une sous-variété 
lagrangienne qui rencontre chaque fibre de g: W— N en un point uni- 
que. On peut donc identifier cette sous-variété au graphe d’une 1-forme 
fermée »,, paramétrée par z. Soit ç:R"— N le revêtement universel du 
tore N. Pour tout ze f(W), il existe une fonction différentiable S,, dé- 
finie sur R”, telle que 


=dS, . 


Chaque fonction S, est d’ailleurs déterminée à une constante additive 
arbitraire près. En choisissant convenablement ces constantes, on peut 
faire en sorte que la fonction S:R"Xf(W) —R, définie par 


S(B,2)=5,(8), BER", zef(W), 


soit différentiable. On a 


=È TT (8,2) dB . 


: . as AT _ 
De plus, les dérivées partielles 36 sont périodiques de période 27 en 


chacune des variables 8!,..., 6". Posons, pour tout z€ f(W), 


2% 25 
(BD 24 à 


1 
I{7) = — 
&) 2x à 0! 
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Les fonctions J; ainsi définies ne dépendent que de z, non de B, et véri- 
fient Z,(a) =0, puisque f - !(a) s’identifie à la section nulle de T*N. 

Lorsqu’on considère les B', 1 < i < n, comme des coordonnées an- 
gulaires, définies modulo 2x, sur le tore N, et qu’on identifie W à un 
ouvert de T*N avec, sur les fibres, les coordonnées p,, ..…., p,, conju- 
guées des coordonnées angulaires B,,.., B,, le difféomorphisme 
(4, P) ':NXS(W) - W s'exprime par 


_ AS(B,z) _ 0S(B,2) 
(B,2) (an. 26! 5... Pn= 26" | ; 
Le jacobien 
sa (26 
0B'0z; 


ne s’annule donc en aucun point. Un lemme élémentaire ([15], page 175) 
permet d’en déduire que le déterminant 


1; 
det 
02; 
ne s’annule en aucun point z de f(W). En restreignant éventuellement 
W, on peut donc faire en sorte que (8,1), avec B=(8, .. B") et 
I1=(1,..., 1,), soit un système de coordonnées sur W, les B' étant des 


coordonnées angulaires, définies modulo 2x. On notera $(8, 1) l’expres- 
sion de la fonction S au moyen de ces nouvelles coordonnées. On a 


aS(B, 25S(B,z : 
95(B,1 = 258,2) 1 < Î < mu, 

98’ 96 
car les nouvelles coordonnées J ne sont fonctions que des coordonnées 
z, non des B. La 1-forme de Liouville « de T*N, considérée grâce aux 
identifications faites comme une 1-forme sur W, a donc pour expression 


ae D page Ye ÉD av 


i=] i=1 
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Par suite, compte tenu de la symétrie des dérivées partielles secondes de 
S par rapport aux variables B' et B”, 


2nints 9° $(8,1) 
Q=da= Ÿÿ agen, NE | 


Posons 


d’où 
Q=da= ÿ= dl;Ady'. 
i=1 


Par suite, l’application (6, 7) + (+, 1) est une difféomorphisme local. D’au- 
tre part, les fonctions y’(8, 7) vérifient 


Y/(B}!, …s B*+27r, .….s B",D)-7Y/(8", .……s B",1) 


014 : 
=27r — =2rô,. 
AT, 0% 


Elles sont donc de la forme 

y/(B,1)=8/+7%/(8,1) , 
où les fonctions +/ sont périodiques de période 27 en chacune des va- 
riables 8!, …, 8". Par suite, la classe modulo 2x de chaque y/(8, 7) ne 


dépend que de Z et des classes modulo 27 de chacune des variables 
B',..., B". En d’autres termes, lorsqu’on les considère comme des fonc- 


220 


tions à valeurs angulaires (définies modulo 27), les y/ peuvent être con- 
sidérées comme définies sur l’ouvert W de M. Pour chaque valeur fixée 
de Z, l'application 8 - (6,1) est une application étale du tore de dimen- 
sion 7 sur lui-même, donc une application de revêtement. Mais 


(B,5)-8+s7(B,1), 0O<s<I, 


est une homotopie différentiable de cette application de revêtement sur 
l’application identique du tore de dimension n. Donc pour chaque va- 
leur fixée de Z, B- (6, 1) est un difféomorphisme du tore sur lui-même. 
Par suite, (7,7) est un système de coordonnées sur l’ouvert W de M, les 
n coordonnées y=(y!,.…, y") étant à valeurs angulaires (définies mo- 
dulo 2x). C’est le système de coordonnées actions-angles cherché. o 


2.3. Remarque. La détermination des coordonnés actions-angles /!, …, 
1 Y',.., V, utilise seulement des quadratures, des éliminations et des 
dérivations partielles. On a cependant, au cours de la démonstration, 
utilisé l’identification de l’ouvert W de M à un voisinage de la section 
nulle du fibré cotangent au tore et supposé connues la 1-forme de Liou- 
ville «, la projection canonique g: W— N, et un système de coordonnés 
angulaires B=(8,,..…, B,) sur N. Ainsi qu’on va le voir, la détermina- 
tion effective de coordonnées actions-angles est possible, par quadratu- 
res, éliminations et dérivations partielles, même lorsqu’on ne connaît pas 
explicitement a, g et 6. Il suffit de connaître, sur un voisinage de N, 
une 1-forme » telle que 


dn=Q 


et, pour chaque élément z d’un voisinage de « dans R”, une famille de 
n courbes fermées c(z), .…, c,(z), contenues dans f  !(z) et dépendant 
différentiablement de z, engendrant l’homologie du tore f (2). Les 
coordonnées d’action Z; peuvent alors être définies par les formules 


nn 
27 Li 


Ci 


I; 


En utilisant la formule de Stokes et en remarquant que les sous-variétés 
f7"() sont lagrangiennes, on vérifie en effet que les Z; ainsi définies ne 
sont fonctions que de z et ne diffèrent des J; introduites dans la démon- 
stration que par l’addition éventuelle de constantes. En procédant com- 
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me dans la démonstration de 1.2, on peut alors, sur un voisinage dans 
M de chaque point de N, déterminer les coordonnées angulaires y;, à 
des constantes additives arbitraires près. Compte tenu de la compacité 
de N, on peut enfin choisir ces constantes arbitraires afin d’avoir des 
coordonnées angulaires globales. 


2.4. Exemple: les action-angles du pendule sphérique. On considère 
un point matériel de masse m, mobile sur une sphère de rayon À. On 
note x le vecteur représentant la position de ce point, V sa vitesse et 
p=m Y son impulsion. Les vecteurs * et p doivent vérifier 


+ — 


IXI2=R?, x:p=0. 


L’espace des phase, formé par les couples de vecteurs (x, P) véri- 
fiant les conditions cidessus, est de dimension 4: il s’identifie au fibré 
cotagent à la sphère S°. On a sur cet espace deux intégrales premières 
du système, en involution, 


— le hamiltonien A, qui a pour expression 
il 2 


H=——— -mg.X 
Ip 7 


Î 


où g désigne le vecteur accélération de la pesanteur; 
— la composante verticale X du moment cinétique, qui a pour expression 


K=(e;, x; D), 


produit mixte de e, (vecteur unitaire vertical dirigé vers le haut), x 
et D. 


On pose 


£ ; E= —g. 
Les valeurs critiques de (4, K) sont: 
— celles correspondant aux positions d’équilibre du système, 


(— mgR, 0) et (+mgR, 0); 
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— celles correspondant aux mouvements périodiques du système étudiés 
par Huygens, dans lesquels le point matériel parcourt, à vitesse con- 
stante, un cercle intersection de la sphère de rayon R avec un plan 
horizontal passant au dessous du centre de la sphère; ces valeurs cri- 
tiques (4.Q), k.() de (H, K) sont données, en fonction du paramè- 
tre À vérifiant O << 1, par 


(1—X2)(1 +32) 
RO) =megR (EE = ) , 


k (N) = +mg'?R?7? EE 
C rs : 


L’image de l’application (H, K) est l’ensemble des (4, k)ER? vérifiant 
hZ>hN, KkK=kN, avec O<)IS<I1. 


Elle est représentée sur la figure 1. 


Figure 1 
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Pour toute valeur régulière (4, k) de (H, K) appartenant à l’image 
de cette application, (H, K)_'(h, k) est connexe, donc est un tore de di- 
mension 2. On obtient un premier générateur c, de l’homologie de ce 
tore en considérant une orbite de l’action du groupe des rotations au- 
tour de l’axe vertical passant par le centre de la sphère. L’action corre- 
spondante Z, est donnée par 


1 
AURIEE = œr, 


Ca 
la 1-forme de Liouville « ayant pour expression 
a=p;,dx; +p:dx; +p;dX; / 


On a noté x, X, X et Pi, Pa, Pa les composantes des vecteurs * et D 
dans un repère orthonormé (@,, 8, &), avec €, vertical dirigé vers le 
haut. Mais lorsqu’on parcourt le cycle c,, paramétré au moyen d’un an- 
gle variant de 0 à 2r, les différentielles de x;, x, et x; vérifient 


dx;,=-xde, dx;=xide, dx;=0. 


On obtient donc 


1 27% 1 27 
LG h)}=— | (-pix+px)de=—| kdpe=k. 
24:00 27 Jo 


On voit donc que la première variable d’action 1, est simplement 
I, = Ke 


Un second générateur de l’homologie du tore (H. K) =! (h, k) est ob- 
tenu en fixant x, =0, et en faisant varier x, entre ses deux valeurs ex- 
trêmes possibles. On est amené à traiter séparément les cas où k #0, et 
où k=0. 

Lorsque k Z 0, x; reste compris dans un intervalle [x3 min, X3 max]» AVEC 
—R < X3 min < X3 max < +R. Puisqu’on a fixé x,=0, et que la valeur k 
de K est imposée, les autres variables X;,, Pi, P», P; Sont liées à x; par 
les relations 


XI=R?-x5, piXit+P:X3=0, Pxi=k, 
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ce qui montre que x, ne s’annule pas, et conduit à l’expression de la for- 
me de Liouville 


2 


R 
a=p;dx; +p;dx,+ p;dx;= RS P;4X3. 
7 A3 


Mais en exprimant que la valeur h de H est fixée, et en utilisant les rela- 
tions précédentes, on voit que p, doit vérifier 


2m ge 
pi= Rs Rx Dh mx) — R . 


L’intervalle [x ins X3 max] des valeurs possible de x; est déterminé en ex- 
primant que le membre de droite de l’égalité ci-dessus doit être >0. On 
voit que pour chaque valeur de x; appartenant à cet intervalle, il y a 
deux valeurs possibles de p;, opposées l’une de l’autre. On parcourt le 
générateur c, de l’homologie du tore en faisant d’abord croître x; de 
X3 min à X3 max €t En prenant pour p; la valeur possible > 0, puis en fai- 
sant décroître x; de x3 ax à X3 mins €t en prenant pour p, la valeur possi- 
ble <0. Afin de simplifier l’écriture, on introduit les variables réduites 


SE. he sat ni 
R mgR VRim?g 
On obtient 
LA, k) 
5 max 


= mR°?g"? —— Va = u)(1—u?) —k*2/2 du . 
T ut 


Umin 


Lorsque £=0, x; peut varier dans l’intervalle [—R, Rinf(h*,1)]. Un 
calcul semblable au précédent conduit à 


inf (A*,1) 


LG,0= 2 mR°2g 2 7 VU* 0) A uw?) du . 
T e —u 
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2.5. Autres exemples. Le lecteur trouvera d’autres exemples de calculs 
explicites d’actions-angles, notamment pour le problème de Kowalev- 
ska, dans les publications de J.-P. Françoise [12, 13]. 


3. La complète intégrabilité non commutative 


3.1. La théorème de Liouville-Arnold-Avez permet l’intégration, par qua- 
dratures, éliminations et dérivations partielles, d’un système hamiltonien, 
sur une variété symplectique de dimension 2n, lorsqu’on en connaît » 
intégrales premières deux à deux en involution. Mishchenko et Fomen- 
ko [19] ont étudié une situation plus générale, qu’ils ont appelé complè- 
te intégrabilité non commutative, que nous allons maintenant décrire. 
Pour les notions utilisées ici concernant l’action d’un groupe de Lie ou 
d’une algèbre de Lie sur une variété symplectique, on pourra se reporter 
à [15], chapitre IV. 

Soit (M, Q) une variété symplectique de dimension 2n, et f=(f;, .…, 
f,) une famille de fonctions différentiables, définies sur M et à valeurs 
réelles, formant une base d’une algèbre de Lie G de dimension p (la loi 
de composition de cette algèbre de Lie étant le crochet de Poisson). On 
peut aussi considérer f comme une application de M dans le dual G* 
de l’algèbre de Lie G, en précisant que f est un morphisme de Poisson 
(lorsqu’on munit G* de sa structure de Lie-Poisson canonique). En as- 
sociant, à tout élément X de G, le champ de vecteurs hamiltonien 
*d{f, X), on définit une action infinitésimale de l’algèbre de Lie G sur 
la variété M. On supposera pour simplier que cette action s’intègre en 
une action fortement hamiltonienne d’un groupe de Lie G, d’algèbre de 
Lie G, sur la variété M. On supposera de plus cette action localement 
libre sur un ouvert dense U de M. On sait qu’en tout point x de M, le 
noyau de T,f est l’orthogonal symplectique de l’espace tangent en x à 
l'orbite de ce point. L’orbite de tout point xe U étant de dimension p, 
le noyau de T,f est de dimension n —p, et par suite f est, en tout point 
de U, une submersion. 

Soit d’autre part H:M — R un hamiltonien différentiable. On suppo- 
se les fonctions /; intégrales premières de *dH, c’est-à-dire {H, fi] =0 
pour 1<i<n. 


3.2. Définition (Mishchenko et Fomenko). On dit qu’un point a € G* sa- 
tisfait les conditions de complète intégrabilité non commutative si 


(i) a est valeur régulière de f, i.e., f est une submersion en tout point 


de f (a), 
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(ii) la dimension du groupe d’isotropie G, du point 4, pour l’action 
coadijointe de G sur G*, vérifie 


dimG,+dimG=dimM, ou dimG,+p=2n. 


3.3. Remarques. 


1. On sait que G, agit sur f (a), et que pour tout point x de f (a), 
l’espace tangent en x à l’orbite de l’action de G, est l’intersection de l’e- 
space tangent ex x à f  !(a), qui n’est autre que le noyau de T,f, et de 
son orthogonal symplectique. Lorsque la condition (i) ci-dessus est sati- 
sfaite, cette action est localement libre, puisque dans ce cas l’action de 
G est elle-même localement libre en tout point de f -!(a). Lorsque la 
condition (ii) de complète intégrabilité non commutative est également 
satisfaite, l’action de G, sur f (a) est localement transitive, puisque les 
dimensions de G, et de f * (a) sont égales. L’espace tangent à f = (a) en 
chacun de ses points est contenu dans son orthogonal symplectique, ce 
qui exprime que f ” ! (a) est une sous-variété isotrope de M. Tout point 
x de f ”'(a) a, sous l’action du groupe G, une orbite coisotrope, puisque 
l’espace tangent ex x à cette orbite est l’orthogonal symplectique du noyau 
TR 


2. Toujours dans le cas où les conditions de complète intégrabilité non 
commutative sont satisfaites, la variété symplectique réduite associée au 
point a de G*, au sens de Marsden et Weinstein [18], c’est-à-dire la va- 
riété quotient de f - (a) par l’action de G,, est discrète, puisque G, agit 
transitivement sur chaque composante connexe de f -!(a&). On suppose- 
ra pour pour simplifier f - (a) connexe. La variété symplectique rédui- 
te associée au point a est alors réduite à un point. 


3. Supposons les conditions de complète intégrabilité non commuta- 
tive satisfaites en a, et ce point élément de l’ouvert de G réunion des or- 
bites coadjointes de dimension maximale. Les conditions de complète 
intégrabilité non commutative sont alors satisfaites en tout point d’un 
voisinage de a. La sous-variété f - (a) possède un voisinage ouvert dans 
M réunion d’orbites coisotropes de l’action de G sur M. D’après un 
théorème de M. Duflo et M. Vergne [8], on sait de plus que l’algèbre 
de Lie G, de G, est abélienne. Par suite, si f = (a) est compact, c’est un 
tore de dimension 2n — p, sur lequel la composante neutre de G, agit de 
manière transitive et localement libre. Sur ce tore, le flot du champ de 
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vecteurs hamiltonien “dH se linéarise, exactement comme dans le cas 
de complète intégrabilité usuelle. Prenons en effet une base (X, .., X,) 
de G telle que (X,,..., X,) soit une base de G,, avec g=2n-p< p. 
Contrairement au cas de complète intégrabilité commutative usuelle, on 
ne peut pas dire ici que H est fonction seulement de f,, ..…, f,. Mais pui- 
sque *dH est tangent à f = (a), sa restriction à f = ‘(a) est combinaison 
linéaire des champs de vecteurs “df, avec 1 < i < qg. De plus, puisque 
(H, f} =0 pour tout i, 1 < i < p, les coefficients de cette combinaison 
linéaire sont constants sur f = (a). Comme les flots des champs de vec- 
teurs “df;, 1 < i< q, commutent deux à deux sur f —l(a), le flot de 
*dH se linéarise sur ce tore, exactement comme dans le cas de complèt- 
te intégrabilité commutative classique. 


3.4. Exemple: le mouvement d’Euler-Poinsot. On considère le mouve- 
ment d’un corps solide ayant un point fixe, en l’absence de pesanteur. 
L’espace de configuration est le groupe G, = SO(3). Le hamiltonien du 
système a pour expression 


H==—| 
210 btobidieel. 


1 (£ Mi # 
++ — |, 

où M,, M, M, sont les trois composantes du moment cinétique M 
dans un repère principal d’inertie lié au corps solide, Z,, Z,, I; les mo- 
ments d’inertie correspondants. Le moment cinétique 77 dans un repè- 
re fixe est une intégrale première du système, à valeurs vectorielles. Il 
est lié à M et à l’élément # de G, qui représente la position du corps 
solide, par la relation 


m=e(M). 


On peut considérer (M, H) comme une intégrale première du systè- 
me à valeurs dans le dual de l’algèbre de Lie du groupe G=G; XR (pro- 
duit direct), de dimension 4. Les orbites régulières de l’action coadjoin- 
te de ce groupe étant de dimension 2, et l’espace des phases (fibré 
cotangent à G;) de dimension 6, la condition de complète intégrabilité 
non commutative est bien vérifiée, en tout point régulier du dual de l’al- 
gèbre de Lie de G. 

On sait d’ailleurs que ce système est aussi complètement intégrable, 
au sens usuel de l’intégrabilité commutative; le hamiltonien FH, une des 
composantes du moment cinétique ” dans un repère orthonormé fixe, 
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par exemple m;, et le carré du module du moment cinétique, m?+ m2+ 
m3, est un système de trois intégrales premières deux à deux en involu- 
tion. Cette circonstance n’est pas exceptionnelle: Mishchenko et Fomenko 
[19] on montré que sous des hypothèses assez générales, les systèmes sa- 
tisfaisant les conditions de complète intégrabilité non commutative étaient 
aussi complètement intégrables au sens usuel. 


3.5. Fibrations isotropes symplectiquement complètes. 


Plus généralement, Dazord et Delzant [6] ont considéré un morphi- 
sme de Poisson f:M — P d’une variété symplectique (M, Q) de dimen- 
sion 27 dans une variété de Poisson P de dimension p, qui est aussi une 
submersion, et dont les fibres sont des sous-variétés isotropes de M. On 
sait alors (Libermann [14]) que l’orthogonal symplectique du fibré tan- 
gent aux fibres est complètement intégrable. Le cas étudié par Mishchenko 
et Fomenko est celui où P est le dual G* d’une algèbre de Lie G, muni 
de sa structure de Lie-Poisson canonique. 

On remarquera que le rang du tenseur de Poisson de P, c’est-à-dire 
la dimension des feuilles symplectiques de P, est constant, égal à 
2 dim P-dimM=2(p-n). C’est la forme que prend ici la condition de 
complète intégrabilité non commutative. 

Dazord et Delzant ont notamment montré qu’une fibre compacte de 
f possède un voisinage qui s’identifie, par un difféomorphisme symplec- 
tique, à un ouvert du produit du fibré cotangent à un tore de dimension 
k=2n-—p par C’, avec r=n—Kk, la fibre considérée s’identifiant au pro- 
duit de la section nulle du fibré cotangent au tore par l’origine de C”. 
On décrira plus loin (paragraphe 5) les aspects plus globaux de leur étude. 


4. Étude globale. La monodrome 


4.1. Les paragraphes qui précèdent concernent l’existence de variables 
actions-angles, soit au voisinage d’un point, soit au voisinage d’une fi- 
bre de l’application f. Duistermaat [9] a étudié l’existence globale de va- 
riables actions-angles, et mis en évidence de très intéressantes notions 
qu’on va brièvement décrire. 

On considère une variété symplectique (M, Q) de dimension 2n, et une 
submersion surjective f: M — P de M sur une variété P, de dimension 
n, dont les fibres sont des sous-variétés lagrangiennes connexes et com- 
pactes de M. Le théorème de Liouville-Arnold-Avez montre que ces fi- 
bres sont des tores lagrangiens, et que chacune d’elles possède un voisinage 
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sur lequel existent des variables actions-angles permettant d’identifier 
ce voisinage à un ouvert d’un fibré cotangent au tore de dimension n, 
les fibres voisines de la fibre considérée s’identifiant aux graphes de 
1-formes constantes sur le tore. 

Soit b un point de P, et N,=f"(b). Pour tout n€ T#P, f*n est une 
section de 7%, M, donc *(f*n) est une section de Ty, M. En utilisant le 
fait que AN, est lagrangienne, on montre aisément que #(f *n) est tan- 
gent à N,, donc est un champ de vecteurs sur N,. On vérifie que 
n— *(f*n) est un isomorphisme de T#P sur un espace vectoriel de 
champs de vecteurs sur N,. Dans cet espace vectoriel (de dimension n), 
les champs de vecteurs dont le flot est périodique de période 27 forment 
un réseau de rang n. Les éléments correspondants de T#P forment aussi 
un réseau de rang n, dans l’espace vectoriel T*P de dimension n. 

En effectuant cette construction pour tout point b de P, on obtient 
une sous-variété R de T*P, constituant, pour la projection canonique 
T*P- P, un revêtement de P, et dont la fibre au dessus de chaque point 
be P est un réseau de rang n de T*P. On montre aisément que R est 
une sous-variété lagrangienne de T*P, muni de sa structure symplecti- 
que canonique. 

D’autre part, à tout be P et tout n€ TÉP, on associe la transforma- 
tion de la fibre f = (b) obtenue en prenant le flot intégral du champ de 
vecteurs *(f*n) pour la valeur 27 du paramètre. On obtient ainsi une 
action fibrée de T*P sur M. On remarque qu’à chaque élément de la 
sous-variété R de T* P correspond la transformation identique de la fi- 
bre associée de M. 

Le quotient M= T*P/R est une variété fibrée au dessus de P, dont 
les fibres sont des tores de dimension n. Cette variété agit, fibre par fi- 
bre sur la variété M, par une action libre et transitive sur chaque fibre 
b:MX PM - M. La forme symplectique canonique de T* P passe au quo- 
tient, et détermine sur M une forme symplectique Q. On remarquera 
que les fibres de (M, Q), pour la fibration définie par la projection cano- 
nique g: M- P, sont des tores lagrangiens, tout comme les fibres de 
(M. Q) pour la submersion f:M — P. 

Le choix d’une section locale s: U-— M de f:M-— P, au dessus d’un 
ouvert U de P, permet de définir, grâce à l’action fibrée de M sur 
M, un difféomorphisme Ÿ:zr D(z,50 g(z)) de l’ouvert q”"(U) de M 
sur l’ouvert f '(U) de M. Ce difféormophisme est symplectique si et 
seulement si la section s est lagrangienne. 

Considérons alors une famille de sections locales lagrangiennes 
s;:U,- M de f, ie I, ensemble d’indices, telle que les U; forment un re- 
couvrement ouvert de P. Pour chaque je Z on définit comme ci-dessus 
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un difféomorphisme symplectique Y;:q-(U;) — f"'(U;). Pour tout cou- 
ple (i, j)e 1° tel que U,N U; soit non vide, il existe une section lagran- 
gienne unique x;:U,1N U,>M de q telle que, pour tout z,; et z,; 
eq" "(UN U;), on ait Y,(z;)= Y{(z) si et seulement si z,=z;+ x;°q(z;). 
La variété symplectique (M, Q) s’identifie alors au quotient de la réu- 
nion disjointe des ouverts g”!(U;) de M par la relation d'équivalence 
selon laquelle z,€ g ‘(U)) et z;e g" (U;) sont équivalents si et seulement 
Si Z;=Z;+ x° q(Z;). On peut donc reconstruire (M, Q) à partir de (M, Q) 
et de la famille de sections locales lagrangiennes x;:U;NU;-M de 
qg:M-—P. On vérifie d’ailleurs qu’à un difféomorshisme symplecti- 
que fibré au dessus de P près, la construction ainsi effectuée ne dépend 
que de la classe de cohomologie [u]e H' (P, A(M)) définie par la fa- 
mille de sections u=(x;), (j, i)E T°. On a noté A(M) l’ensemble des 
sections lagrangiennes locales de g:M— P. 
À partir de la suite exacte 


0—R—A(T*P)—>A(M), 
on peut définir un opérateur 
ô:H'(P, A(M)) -H?(P, R). 


L’image ô([u]) de la classe de cohomologie [x] par cet opérateur est ap- 
pelée classe de Chern de la fibration f:M — P. Duistermaat [9] a prouvé 
les résultats suivants. 


4.2. Théorème (Duistermaat). Les trois propriétés ci-dessous sont équi- 
valentes: 


1. En tant que variété différentiable fibrée sur P, M est isomorphe à 
M=T*"P/R: 

2. Il existe une section globale (pas nécessairement lagrangienne) de 
f:MP, 

3. La classe de Chern ô({u]) est triviale. 


Lorsque ces propriétés sont vérifiées, s: P— M étan une section glo- 
bale de f, on montre que la classe de cohomologie [u] s’identifie à la 
classe [s*Q] (pour la cohomologie de De Rham). Duistermaat en a dé- 
duit le théorème suivant. 


231 


4.3. Théorème (Duistermaat). Les trois propriétés ci-dessous sont équi- 
valentes: 


1. En tant que variété symplectique fibrée sur P, (M, Q) est isomorphe 
et symplectomorphe à (M= T*P/R, Q). 


2. Il existe une section globale lagrangienne de f:M- P. 


3. La classe de Chern ô([ul) est triviale, et il existe une section globale 
s:P-— M de f telle que s*Q soit une 2-forme exacte sur P. 


4.4. La monodromie. Lorsque ces propriétés sont vérifiées, on voit ai- 
sément que pour toute section globale s’: P— M de f, s'*Q est une 2-forme 
fermée sur P. La fibration lagrangienne f: M — P est alors isomorphe 
et symplectomorphe à g:M= T*P/R — P. Mais il existe encore une ob- 
struction à sa trivalité, la monodromie du revêtement en réseau R de P. 

Considérons en effet un lacet (courbe fermée) y dans P, ayant pour 
origine et extrémité un point be P. La fibre R, de R au dessus de cha- 
que point x de - est un réseau de rang n de T*P. En faisant parcourir 
le lacet y par le point x, et en suivant par continuité le réseau R,, on 
définit un automorphisme du réseau R,. On vérifie que cet automor- 
phisme ne dépend que de la classe d’homotopie du lacet +. On définit 
ainsi un homomorphisme du groupe fondamental x; (P, b) dans le grou- 
pe Aut(R,) des automorphismes de R,. Moyennant le choix d’une base 
du réseau R,, on peut considérer cet automorphisme comme à valeurs 
dans GL{(n, 2). On l’appelle mnonodromie de la fibration lagrangienne 
f:M- P. 

En substituant à M et à P des revêtements convenablement choisis, 
on peut toujours se ramener au cas où la monodromie est triviale. 

Lorsque la monodromie est triviale, il existe 7 1-formes fermées ;, 
(1<i<n), sur P, dont les valeurs en chaque point be P forment une 
base du réseau R,. Lorsqu’on peut choisir ces 1-formes de manière tel- 
le qu’elles soient exactes, on peut définir sur P n fonctions J; vérifiant 
dl;=1n;, 1 <i<n. C’est notamment le cas lorsque Q est exacte (d’après 
la formule intégrale donnée au paragraphe 2.3 permettant le calcul des 
actions). Les Z; sont des variables actions globalement définies. 


5. Généralisations 
Le problème étudié par Duistermaat est celui de la structure globale 


d’une fibration f:M — P d’une variété symplectique (M, Q) de dimen- 
sion 2n, à fibres connexes et compactes, dans le cas où ces fibres sont 
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des sous-variétés lagrangiennes de M. Plus généralement, on peut con- 
sidérer le cas où ces fibres ne sont pas nécessairement lagrangiennes, mais 
où la variété P est munie d’une structure de Poisson, définie par un 
2-tenseur À, et où la submersion f est un morphisme de Poisson. Le cas 
traité par Duistermaat est celui où la variété P, de dimension N, est mu- 
nie de la structure de Poisson triviale. 


5.1. Cas commutatif. Dazord et Delzant [6] ont étudié le cas où les fi- 
bres de f sont isotropes, connexes et compactes. Ce sont alors de tores 
de dimension k < n. Le rang de À est constant, égal à 2 dim P — dim M. 
En suivant le raisonnement le Duistermaat exposé dans le paragraphe 
précédent, on peut définir une action fibrée, non plus de T*P, mais du 
noyau ker A du tenseur de Poisson À (considéré comme un morphisme 
antisymétrique de T*P dans TP), sur la variété de M. Soit en effet beP, 
N,=f7"(b) et n eT#P. La section *(f*n) de T,,M est un champ de 
vecteurs sur N, si et seulement si f*n appartient à l’annulateur de l’or- 
thogonal symplectique de TN,. Mais puisque f est un morphisme de 
Poisson, l’image par Tf de i’orthogonal symplectique de TN, est l’espa- 
ce tangent en b à la feuille symplectique de P qui passe par ce point, 
c’est-à-dire l’image de A,. Par suite, *(f*7) est un champ de vecteurs 
sur N, si et seulement si » appartient à ker A;. 

Comme dans le paragraphe précédent, l’ensemble des éléments » de 
ker À dont l’action sur la fibre correspondante de M est l’identité est 
un revêtement À de P, dont la fibre au dessus de chaque point b de P 
est un réseau de rang k de ker A,. Le quotient M=ker A/R possède 
une structure de variété différentiable, de dimension 2n, égale à celle 
de M, fibrée, par la projection canonique g, sur la variété de Poisson 
(P, A), les fibres étant des tores de dimension k. On montre que comme 
dans le cas étudié précédemment, M agit sur M par une action fibrée, 
libre et trasitive sur chaque fibre. On peut encore définir la classe de 
Chern de la fibration f:M — P, et sa monodromie. Il n’existe cependant 
pas, en général, de forme symplectique globale Q sur M pour laquelle 
g:M-— P soit une fibration à fibres isotropes et un morphisme de Pois- 
son, parce qu’il n’existe pas nécessairement de 2-forme fermée globale 
sur la variété de Poisson (P, À) induisant sur chaque feuille symplecti- 
que la structure symplectique de cette feuille. Ce cas, dans lequel la va- 
riété de Poisson (P, À) est dite à 2-forme fermée (Lichnerowicz [16]), 
se rencontre notamment lorsque la classe de Chern et la monodromie 
sont triviales, (M, Q) étant alors symplectomorphe à (M, Q). 


5.2. Cas non commutatif. Lorsqu'on ne suppose plus les fibres de fiso- 
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tropes, le rang du tenseur de Poisson À n’est plus nécessairement con- 
stant et, pour chaque point be P, ker À, possède une structure naturel- 
le d’algèbre de Lie, duale de la linéarisée de la structure de Poisson 
transverse à la feuille symplectique de P passant par b. On peut encore 
construire une action de cette algèbre de Lie sur f-!(b). Delzant [7] a 
considéré le cas où L=f"!(b) est lagrangienne, connexe et compacte. 
Moyennant certaines hypothèses (notamment en supposant la structure 
de Poisson transverse à la feuille symplectique passant par b linärisa- 
ble), il a montré qu’il existe un groupe de Lie compact G agissant, 
par une action hamiltonienne, sur un ouvert de M contenant L, et que 
ce voisinage s’identifie, par un difféomorphisme symplectique, à un voi- 
sinage de la section nulle de T*G, L s’identifiant à cette section nulle 
et G agissant sur son fibré cotangent par le relèvement canonique de son 
action sur lui-même par translation à gauche. 

On trouvera d’autre part dans [17] et [20] des modèles locaux du voi- 
sinage d’une orbite d’une action hamiltonienne d’un groupe de Lie com- 
pact, pas nécessairement abélien, sur une variété symplectique, et dans 
[7] d’intéressants résultats globaux sur les actions hamiltoniennes d’un 
tore de dimensiion » sur une variété symplectique de dimension 2h. 


6. Singularités des variables actions-angles 


6.1. Soit (M, Q) une variété symplectique de dimension 2n, et 
=, .…, f,) une famille de n fonctions numériques définies sur M, 
deux à deux en involution. Les différentielles de ces 7 fonctions ne sont 
en général pas indépendantes en tout point de M. Pour tout entier X vé- 
rifiant 0<k<n, on note U, l’ensemble des points de M où 
(df,, …, df,) est de rang k. Les U, sont deux à deux disjoints, et ont 
pour réunion M. On voit aisément que U, est un ouvert de M, qu’on 
n-1 
supposera dense dans M. On dira que Lu) U, est l’ensemble singulier 
k=0 
de f. et pour chaque entier k vérifiant 0£<k<n—1, on appellera U, 
strate de rang k de cet ensemble. 

Pour des raisons topologiques, l’ensemble singulier de f est en géné- 
ral non vide. Si par exemple M est compacte, la différentielle de chacu- 
ne des fonctions jf; s’annule en deux points au moins. L’étude de la 
structure de cet ensemble singulier est intéressante, et peut avoir d’im- 
portantes applications à l’analyse des propriétés globales des courbes in- 
tégrables d’un système hamiltonien (M, Q, H) complètement intégrable 
admettant jf, .., f, comme intégrales premières. Il est facile de mon- 
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trer que le rang de (df,, …, df,) est constant le long de chaque courbe 
intégrale d’un tel système, donc cette courbe intégrale est entièrement 
contenue, soit dans l’ouvert dense U, sur lequel f est de rang n, soit 
dans une strate U,(0 < & < n— 1) de l’ensemble singulier de f. Dans tous 
les exemples classiques, on constate que la détermination explicite de cette 
courbe intégrale est plus facile lorsqu’elle est contenue dans l’ensemble 
singulier de f que lorsqu’elle est contenue dans U,,, et que cette facilité 
est d’autant plus grande que le rang de la strate contenant cette courbe 
intégrale est plus petit. 

Eliasson [10] a établi d’importants résultats sur la structure locale de 
l’ensenble singulier, et notamment, a étendu au cas singulier le théorè- 
me d’existence de variables actions-angles. Fomenko [11] a étudié cer- 
taines propriétés topologiques globales de l’ensemble singulier. Plus 
précisément, il a étudié la manière dont varie la topologie de l’image ré- 
ciproque f (a) d’un point 4€ R”, lorsque a varie, et traverse l’ensem- 
ble des valeurs singulières de f. Nous n’exposerons pas ici en détail les 
travaux de ces deux auteurs. Nous nous limiterons à quelques remar- 
ques simples et à l’étude de quelques exemples. 


6.2. Remarque. On montre aisément que la famille de champs de vec- 
teurs *“df,, …, *df, définit un champ de directions complètement inté- 
grable sur M, au sens généralisé de Stefan [21] et Sussmann [22]. Les 
feuilles du feuilletage de Stefan définies par ce champ de directions sont 
des sous-variétés immergées isotropes de M, et pour chaque entier X vé- 
rifiant 0<k<n, U, n’est autre que la réunion des feuilles de dimen- 
sion 4 de ce feuilletage. Par conséquent, si U, est une sous-variété de 
M, sa dimension est nécessairement supérieure ou égale à &. Chaque cour- 
be intégrale de *dH, ou de l’un quelconque des champs de vecteurs 
#*df,A <i <n), est entièrement contenue dans une feuille de ce feuil- 
letage. 


6.3. Exemple: l’oscillateur harmonique, Dans ce cas M=R?" (coordon- 
nées x. .…, X» Ji, ..…, Jh), identifié éventuellement à C” (coordonnées 
A =X +, …, A =X, +iy,), muni de la forme symplectique 


(= > dyy\ dxe ; 


k=1 


Le hamiltonien du système est 
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se 1 
H= 7 fr » avec ET (x?+7D , 


k=1 


où À1,..., À, Sont des constantes. 

Le système (M, Q, H) est complètement intégrable, car il admet 
=, .…, f,) comme famille d’intégrales premières deux à deux en in- 
volution. 

L'ensemble U, des points réguliers de f est l’ouvert dense des (z,, .., 
z)€C” tels que pour tout /(1</< n), [z| #0. 

Plus généralement, pour tout entier X vérifiant 0 <k < n, U, est l’en- 
semble des (21, …, z,)€C” tels que l’on ait |z,| =0 pour exactement r —k 
valeurs distinctes de l’indice /, 1 </< n. On remarque que U, est réu- 
nion d’un nombre fini C*=n!/Kk!(n—Kk)! de sous-variétés symplectiques 
de M, deux à deux disjointes, toutes de dimension 24, dont les 

k-—1 
frontières ont pour réunion 3 U,. En particulier U, est réduit à 
un point, l’origine. 

Le feuilletage de Stefan de M défini par (*df;, .…, *df,) a pour feuil- 
les des tores de diverses dimensions X, 0 < k < n, la réunion des feuilles 
de dimension k étant la sous-variété symplectique U, de M, de dimen- 
sion 2K. 

L’étude des courbes intégrales de *dH contenues dans U, se ramè- 
ne à l’étude d’un oscillateur harmonique à k degrés de liberté, dans un 
espace des phases de dimension 2%. 

Le lemme et la proposition qui suivent montrent que certaines ob- 
servtions faites sur l’exemple de l’oscillateur harmonique ont une por- 
tée générale. Mais donnons d’abord une définition. 


6.4 Définition. Deux familles f= (7, .…, f,) et f=(£g:, …, g,) de fonc- 
tions numériques différentiables définies sur M sont dites équivalentes 
sur un ouvert V de M si, en tout point x de PV, (df,(x), …, df,(x)) et 
(dg, (x), …, dg,(x)) engendrent le même sous-espace vectoriel de T* M. 


6.5. Lemme. Tout point de la strate U,_, de rang n — 1 de l’ensemble 
singulier de f, possède un voisinage ouvert V dans M sur lequel existent 
des coordonnées locales canoniques x;, …, x,, V1, .…, y, telles que l’on 
ait sur V 


o= à dy; A dx; 


i=1 
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et, pour une permutation o de l’ensemble {1,2,...,n), 


Joi=Yi pour 1<i<n-—-1, 


Le = fo (n) (x Vis ces Vn-1s Ph: 


Démonstration. En chaque point de U,_,, (df,.…, df,) est de rang 
n—1. Il existe une permution © de {1, 2,..., n} telle que df,a,.…, 
dfsm-1 Soient linéairement indépendantes, et que df,(, soit, en ce point, 
combinaison linéaire de df,(»; .…., dfjm-1): D’après une généralisation 
due à Cartan du théorème de Jacobi-Lie-Carathéodory ([15], page 136) 
il existe, sur un voisinage ouvert V du point considéré dans M, des coor- 
données canoniques x1..…., X» Ji, .…, Y, telles que, sur V, 


Q= ÿ° dy, Adx, et fw=}: pour 1<i<n-1,. 


i=1 


En écrivant que {fit fon) = 0 pour 1 <in—1, on obtient 


Of. o(n) 


=0 pour 1<i<n-—-1. 
0x; 


Sur P, la fonction f, 4, ne dépend donc, éventuellement, que des coor- 
données locales x,, v1,...,ÿ,-1 Y 


6.6 Remarques - 1. Réciproquement d’ailleurs, étant donné un système 
de coordonnées locales canoniques (x, ..., X», Yi, ..…., V,) SUT un ouvert 
V de la variété symplectique (M, Q), en posant f;= y; pour 1 <i<n—l1, 
et en prenant pour f, une fonction différentiable quelconque des seules 
coordonnées locales x,, }1, .…, Y,_1, Y,, On obtient un système (fi, .…., 
f,) de fonctions deux à deux en involution, dont les différentielles for- 
ment, sur V, un système partout de rang > n—1. 

2. Dans les hypothèses et avec les notations du lemme, l’ensemble 
des points de V appartenant à la strate U,_, est défini, en coordonnées 
locales x,,..…., x,, Vi, .…, y,, par les deux équations 
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df(n 
© (x, Pr ….s Yn-15Yn) = 0, 
0x, 
fon 
1" ÉRAATTE ..) Vn-1s Yn) = 0 { 
0h 


En étudiant la possibilité de résoudre ce système en déterminant x, et 
y, en fonction de y,,..…, y,_,, on est conduit à la définition suivante. 


6.7. Définition. On dit que f est fransversalement non dégénérée en un 
point x de la strate U,_, si, dans les hypothèses et avec les notation du 
lemme, on a en ce point 


ui | (Ë ma st | 9” fo) ren 0 
8x2? y? 8x,0y, ‘ 
Plus précisément, on dit que f est elliptique (resp., hyperbolique) au point 
x si le membre de gauche de l’expression ci-dessus est strictement positif 
(resp., strictement négatif) en ce point. 
On vérifie que les notions introduites dans cette définition sont intri- 
sèques: bien qu’elles soient formulées grâce au système de coordonnées 


locales canoniques (non unique) dont on a prouvé l’existence dans le lem- 
me 6.5, elles ne dépendent pas du choix de ce système. 


6.8. Proposition. On suppose f transversalement non dégénérée en un 
point x de la strate U,_.. Il existe alors un voisinage ouvert V de x dans 
M tel que V N\ U,_, soit une sous-variété symplectique de M de dimen- 
sion 2n — 2. De plus, il existe une famille g = (g,, .…, g,) de fonctions nu- 
mériques différentiables définies sur V deux à deux en involution, 
équivalente à f (au sens de la définition 6.4), telle que dg; …, dg,_; 
soient linéairement indépendantes sur V N U,-, et que g, et dg, soient 
nulles sur VAN U,_;. 


Démonstration. Compte tenu de la remarque 6.6.2, et avec les mêmes 


notations, le théorème des fonctions implicites montre que le système 
d'équations qui définit V N U,_, peut être résolu sous la forme 


Xn= (Yi, .……s Yr-1), re VO …… Pr 1). 


On vérifie aisément que la sous-variété définie par ces équations, de di- 


238 


mension 2n — 2 puisque X;, …., Xy_1, Vis. Yh_ peuvent être choisis li- 
brement, est symplectique. Il suffit alors de poser, pour 1 <i<n— 1 


8&=fo ; 


et, pour i=n, 


AL ER 7 sun Va= 1 Ja) = fo Vis. LV. 
ne .…. Ha PS cs Jn-1s VO, .….s Yh)). D 


6.9. Remarque. Lorsque f est transvarsalement non dégénérée en tout 
point de la strate U,_,, cette strate est une sous-variété symplectique de 
dimension 2n — 2 de la variété symplectique M. Sur chaque composante 
connexe de cette sous-variété, f est soit partout elliptique, soit partout 
hyperbolique. 


Quelques exemples 


1. Un exemple simple. On prend pour variété symplectique (M, Q) le 
fibré cotangent à un tore de dimension 2, muni de sa forme symplecti- 
que canonique. les coordonnées choisies sont g, et g>, coordonnées an- 
gulaires (définies modulo 2x) sur le tore, Pi et P», coordonnées 
conjuguées sur les fibres cotangentes. On prend pour famille F=,f) 
de fonctions en involution 


| fi=Pi; 


f2=p3 + cos . 


L’ensemble critique est entièrement de rang 1, puisque df, ne s’annule 
pas, et comporte deux composantes connexes définies respectivement par 


| P2=0 | P1=0 
, et : 

= 0 =T 

Chacune de ces composantes connexes est une sous-variété symplecti- 
que de dimension 2, difféomorphe à un cylindre. On vérifie aisément 
que f est hyperbolique sur la première (celle sur laquelle g:=0), et el- 
liptique sur la seconde (celle sur laquelle g,= x). 
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L'image de l’application f est la partie du plan (f,/) définie par fi 
quelconque, —1 << 1. Ses valeurs critiques sont f, quelconque, 
= +1. 

Soit (k,,k:)€R?. La fibre f -!(k;, k) est 
— vide pour kX, < — 1, 

— connexe, constituée d’un tore lagrangien pour —-1< k,<1, 
— non connexe, réunion de deux tores lagrangiens disjoints pour 
1<k. 


La transition entre la fibre vide et la fibre connexe se fait, lorsque 
k; traverse la valeur — 1, en passant par une fibre critique de dimension 
1, difféomorphe à un cercle, contenue dans la composante connexe el- 
liptique de la strate U, (q; = x, P2=0, p: fixé, gi quelconque). Lorsque 
k, devient inférieur à — 1, la fibre s’évanouit, et lorsqu’au contraire k; 
devient supérieur à — 1, la fibre acquiert une dimension supplémentaire 
pour devenir un tore de dimension 2. 

La transition entre la fibre connexe constituée d’un seul tore, et la 
fibre non connexe réunion de deux tores disjoints se fait, lorsque X, tra- 
verse la valeur 1, en passant par une fibre critique homéomorphe à la 
surface obtenue en faisant tourner une lemniscate autour d’un axe con- 
tenu dans le plan de cette courbe et ne la rencontrant pas. La partie sin- 
gulière (ligne d’auto-intersection) de cette fibre critique est un cercle 
(p:=0, g=0, p, fixé, g, quelconque) contenu dans la composante con- 
nexe hyperbolique de la strate U,. Lorsque k, devient légèrement infé- 
rieur à 1, cette surface se transforme en un tore (la lemniscate se 
transformant, par ouverture au point double, en une courbe fermée sim- 
ple). Lorsque k, devient légèrement supérieur à 1, elle se transforme en 
réunion de deux tores disjoints (la lemniscate se transformant cette fois 
en réunion de deux courbes fermées simple disjointes). 


2. Le pendule sphérique. Cet exemple a été étudié par Duistermaat 
et Cushman [9] qui ont montré que la monodromie des actions-angles 
était non triviale. Cushman [4] a fait une étude très approfondie des to- 
res lagrangiens obtenus en donnant une valeur fixée aux deux intégrales 
premières, et de leurs bifurcations à la traversée de valeurs critiques. 

On reprend les notations introduites au pragraphe 2.4. La famille de 
fonctions f=(f,/:) considérée ici est (f,=H, f,=K). On voit aisément 
que l’ensemble critique comporte deux strates, U, de rang 0 et U, de 
rang I. 

La strate U, est discrète, elle est formée de deux points, correspon- 
dants aux positions d'équilibre du système (*=-Ré;, p=0) et 
(X=Ré;, p=0). 


238 


mension 27 —2 puisque X;, …, Xy_1, Vis. Yn_ peuvent être choisis li- 
brement, est symplectique. Il suffit alors de poser, pour 1<i<n—l, 


&i =f ; 


et, pour i= An, 


PRE EU ... Yann) = Vis... re) 
— {ei .…… LA cs Vn-1s VO .…… Yh)). D 


6.9. Remarque. Lorsque f est transvarsalement non dégénérée en tout 
point de la strate U,_,, cette strate est une sous-variété symplectique de 
dimension 2n — 2 de la variété symplectique M. Sur chaque composante 
connexe de cette sous-variété, f est soit partout elliptique, soit partout 
hyperbolique. 


Quelques exemples 


1. Un exemple simple. On prend pour variété symplectique (M, ) le 
fibré cotangent à un tore de dimension 2, muni de sa forme symplecti- 
que canonique. les coordonnées choisies sont g, et g>, coordonnées an- 
gulaires (définies modulo 2x) sur le tore, p, et p;, coordonnées 
conjuguées sur les fibres cotangentes. On prend pour famille f= Ji, #2) 
de fonctions en involution 


| fi =P: 
f}=p?+ cos 4. 


L'ensemble critique est entièrement de rang 1, puisque df, ne s’annule 
pas, et comporte deux composantes connexes définies respectivement par 


| P2=0 | P:1=0 
, et ; 
g=0 D=T 


Chacune de ces composantes connexes est une sous-variété symplecti- 
que de dimension 2, difféomorphe à un cylindre. On vérifie aisément 
que f est hyperbolique sur la première (celle sur laquelle g, =0), et el- 
liptique sur la seconde (celle sur laquelle qg, = x). 
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L’image de l’application f est la partie du plan (f,/) définie par fi 
quelconque, —1 <f,< 1. Ses valeurs critiques sont /, quelconque, 
P'=ÆE TL. 

Soit (k,, k)ER?. La fibre f -!(k;, k;) est 
— vide pour k, < — 1, 

— connexe, constituée d’un tore lagrangien pour —1< k;,<1, 
— non connexe, réunion de deux tores lagrangiens disjoints pour 

Re 


La transition entre la fibre vide et la fibre connexe se fait, lorsque 
k, traverse la valeur — 1, en passant par une fibre critique de dimension 
1, difféomorphe à un cercle, contenue dans la composante connexe el- 
liptique de la strate U, (g, = x, p2=0, p, fixé, g, quelconque). Lorsque 
k, devient inférieur à — 1, la fibre s’évanouit, et lorsqu’au contraire k; 
devient supérieur à — 1, la fibre acquiert une dimension supplémentaire 
pour devenir un tore de dimension 2. 

La transition entre la fibre connexe constituée d’un seul tore, et la 
fibre non connexe réunion de deux tores disjoints se fait, lorsque K, tra- 
verse la valeur 1, en passant par une fibre critique homéomorphe à la 
surface obtenue en faisant tourner une lemniscate autour d’un axe con- 
tenu dans le plan de cette courbe et ne la rencontrant pas. La partie sin- 
gulière (ligne d’auto-intersection) de cette fibre critique est un cercle 
(p:=0, g>=0, p, fixé, g, quelconque) contenu dans la composante con- 
nexe hyperbolique de la strate U,. Lorsque k, devient légèrement infé- 
rieur à 1, cette surface se transforme en un tore (la lemniscate se 
transformant, par ouverture au point double, en une courbe fermée sim- 
ple). Lorsque k, devient légèrement supérieur à 1, elle se transforme en 
réunion de deux tores disjoints (la lemniscate se transformant cette fois 
en réunion de deux courbes fermées simple disjointes). 


2. Le pendule sphérique. Cet exemple a été étudié par Duistermaat 
et Cushman [9] qui ont montré que la monodromie des actions-angles 
était non triviale. Cushman [4] a fait une étude très approfondie des to- 
res lagrangiens obtenus en donnant une valeur fixée aux deux intégrales 
premières, et de leurs bifurcations à la traversée de valeurs critiques. 

On reprend les notations introduites au pragraphe 2.4. La famille de 
fonctions f=(/,.f;) considérée ici est (f, = H, f,=K). On voit aisément 
que l’ensemble critique comporte deux strates, U, de rang 0 et U, de 
rang 1. 

La strate U, est discrète, elle est formée de deux points, correspon- 
dants aux positions d’équilibre du système (X=—Reé;, p=0) et 
(X=Ré;, p=0). 
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La strate U, est une sous-variété symplectique de dimension 2, com- 
portant deux composantes connexes. Elle est formée par l’ensemble des 
données de Cauchy pour lesquelles le mouvement du système est un mou- 
vement stationnaire de Huygens (rotation du point mobile, à vitesse con- 
stante, sur une cercle horizontal). Les deux composantes connexes 
correspondent aux deux sens possibles de rotation. L’adhérence de U, 
est homéomorphe à un cône à deux nappes, le sommet de ce cône corre- 
spondant à la position d’équilibre basse (stable) du pendule. On vérifie 
que f est elliptique en tout point de U.. 


3. Le problème d’Euler-Lagrange. Il convient de terminer par un tel 
exemple un exposé à colloque célébrant le bicentenaire de la publication 
de la Mécanique Analytique de Lagrange! Rappelons qu’il s’agit du mou- 
vement d’un corps solide de révolution, ayant un point fixe situé sur son 
axe de révolution, en présence de pesanteur. Avec les mêmes notations 
que dans l’étude du problème d’Euler-Poinsot (paragraphe 3.4), le ha- 
miltonien FH du système et ses deux intégrales premières K, (composante 
verticale du moment cinétique) et K} (projection du moment cinétique 
sur l’axe de révolution) ont pour expressions 


1 1 
M?+M2)+—— Mi-ke,-v(ée 3: 
TA (Mi 2) 21, 3 3° p(83) 


K(e, M) = 2 


— 


Ki(e, M)= -e(M)-é;; 


_ 


Kr(e,M)=M;=M- €3: 


La famille de fonctions en involution f=(/;, f;, f;) considérée ici est 
(= H, f,=K1, f;=K8). Son ensemble critique comporte une strate U, 
de rang 1 et une strate U, de rang 2. 

Le strate U, est définie par les équations 


M,=0, M,=0, e(e:)= +83. 


Elle est formée de l’ensemble des données de Cauchy de mouvements 
de rotation stationnaire, l’axe de révolution étant vertical. C’est une sous- 
variété symplectique de dimension 2, qui comporte deux composantes 
connexes (correspondant respectivement aux cas où le centre de masse 
du corps est au dessus ou au dessous du point fixe), toutes deux difféo- 
morphes à un cylindre. 
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Le strate U, est une sous-variété symplectique de dimension 4. Elle 
est formée de l’ensemble des données de Cauchy de mouvements de nu- 
tation stationnaires (dans lesquels l’axe de révolution fait un angle con- 
stant avec la verticale, et tourne à vitesse constante). On peut, pour 
l’étudier, considérer l’application (de rang 5) 


(e, M) (PB, M), 
où 


nl 
P= 6 (& 
L (e:) 


est la force de pesanteur dans un repère lié au corps solide. 

Cushman et Knôrrer [5] ont étudié l’ensemble des valeurs critiques 
de f, c’est-à-dire l’image de l’ensemble critique par l’application f elle- 
même. Ils ont montré que l’image de la strate U, de rang 1 était for- 
mée de deux arcs de courbe disjoints, tandis que l’adhérence de l’image 
de la strate U, était une surface ayant la forme d’une calebasse dans l’e- 
space R° (figure 2). L’un des arcs de courbe constituant l’image de la 
strate de rang 1 est tracé sur cette surface, et la sépare en deux compo- 
santes connexes. L’autre arc de courbe joint, comme un fil tendu, deux 
points de la calebasse appartenant, le premier à une des composantes 
connexes de l’image de la strate U,, le second à l’autre composante con- 
nexe. Cushman et Knôrrer ont en outre étudié les tores invariants obte- 
nus en considérant l’image réciproque d’un point par l’application f, et 
leurs bifurcations, et ont montré que la monodromie des actions-angles 
était non triviale. 


Courbe 
tracée sur 
le surface 


Figure 2 
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The Energy-Momentum Method 


Jerrold E. MARSDEN and Juan C. SIMO 


Abstract - This paper develops the energy momentum method for studying 
stability and bifurcation of Lagrangian and Hamiltonian systems with sym- 
metry. The method was specifically designed to deal with the stability of 
rotating structures. The relation with the energy-Casimir method is given 
and the energy-momentum method is shown to be more general. Stability 
of rigid body motion is given to illustrate the method. Some discussion of its 
applicability to general rotating systems and block diagonalization is also 
given. 


1. Introduction 


Lagrange devoted a good deal of attention in Volume 2 of Mécanique 
Analytique to the study of rotational motion of mechanical systems. In 
fact, in equation A on page 212 he gives the reduced Lie-Poisson equations 
for 80(3) for a rather general Lagrangian. His derivation is just how 
we would do it today-by reduction from material to spatial representation. 

In this paper we develop a natural augmentation to the basic work 
of Lagrange, Riemann, Poincaré and Cartan, which concerns the stabi- 
lity and bifurcation of rotating mechanical systems, be they elastic, cou- 
pled rigid bodies, or rotating fluid masses. There have been many 
developments in stability theory in mechanics, and we will follow the 
line of Lagrange, Dirichlet et al. by using energy methods. These me- 
thods have been used extensively in fluid and plasma dynamics under 
names like the «&ôW method», «Arnold’s method» or the «energy-Casimir 
method». We shall develop the energy-momentum method which inclu- 
des all of the above. Because some systems such as three-dimensional 
Euler flow and geometrically exact rod models have a dearth of Casimir 
functions, which limits the applicability of the energy-Casimir method, 
and since this is not a limitation in the energy-momentum method, the 
latter is more general. For an account of the energy-Casimir method and 
references up to 1985 we refer to Holm et al. [1985]. Some of the ideas 
in the energy momentum method are already implicit in the work of Holm 
and Abarbanel (cf. Holm [1986]) in terms of what they call C-frames 
and of Morrison [1987] in his work on zero modes and stability for the 
Vlasov-Poisson equation. 
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The development of the energy-momentum method is motivated by 
recent work of Simo, Posburgh and Marsden [1988] on non-linear sta- 
bility of rotating geometrically exact structures and of Lewis and Simo 
[1989] on rotating pseudo-rigid bodies. That work in fact goes much fur- 
ther by providing a block diagonal structure for the second variation 
of the augmented Hamiltonian H, defined below. We shall, however, 
leave these developments for other publications. For an abstract version 
of those results, see Marsden, Simo, Lewis, and Posbergh [1989]. 


Acknowledgements. Thanks are due to Bob Grossman, Tim Healey, P.S. 
Krishnaprasad, Debra Lewis, Jiang-Hua Lu, George Patrick, Tom Po- 
sbergh and Tudor Ratiu for their helpful comments and interaction. 


2. Symplectic Actions of Lie Groups and Momentum Maps 


We develop the abstract energy-momentum method in the context of 
the reduction theory of Marsden & Weinstein [1974] (see Abraham & 
Marsden [1978] or Arnold [1978] for expositions). Although the condi- 
tions for the stability of the rigid body are classical, it will be worthwhi- 
le illustrating the general theory in detail for this case, since many of 
the ideas and calculations are similar for the context of general rotating 
structures. 

First, we recall a few notions from reduction theory that we shall need 
in the developments that follow. We refer to Abraham & Marsden [1978] 
for further details and elaboration of notation not explained here. Let 
(P, {) be a symplectic manifold, possibly infinite dimensional. For us, 
the case of the cotangent bundle T*Q = P with the canonical symplectic 
structure will be used; in fact T*Q will be connected to 7Q via the Le- 
gendre transformation in the classical context of mechanics and one can 
equally well use 7Q with the Lagrange symplectic form if desired. 

Let G be a Lie group with Lie algebra g which acts by canonical trans- 
formations on P (i.e., we have a symplectic action). Given any £€g we 
denote by 


d 
(1) EP): = exp (EE) Z lo, 


a vector field on P, the infinitesimal generator of the G-action corre- 
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sponding to £. Here g-z denotes the group action. In addition, G acts 
on g through the adjoint action, Ad:G X g— g, defined as 
(2) Ad,E£= I,(R/:19 EL) &, £eg, 
where Z, and R, denote left and right translations by g€G, respective- 


ly. The infinitesimal generator of the adjoint action, denoted by E,, is 
the special case of (1) which is given by 


G) £,(n): Es À Ado (D = 0 — [é, v]= 4 :adev, veg, 

where [-,-] denotes the Lie bracket in g. The tangent space to the orbit 
0,:={Ad,t|geG] at the point n€O; is given by 

(4) T,Os= (En)|£eg) . 

The group G also acts on g*, the dual of the Lie algebra g, through to 


co-adjoint action, Ad*:G x g* — g*, as ur AdX1, for u€g* and g€G. 
Here Ad* is the transpose of the map Ad, defined by the relation 


(5) (AdX*(u), £)=(u, Ad,(E)), £€g, 
where (:,-) denotes the duality pairing on g* x g. The corresponding in- 


finitesimal generator, denoted by £., is given at € g* by 


(6) Es (u): = Adi (4) |:= DH (pu, [£,-]) u — adËu 


The tangent space to the co-adjoint orbit of ue g*, which is defined as 
(7a) 0,:= {Adi 1()|8eG), 
is given by the counterpart of (4); namely, 
(7b) T,0,={k(P)IEEg), »€0,, 


where £,.(v)= —(£,)*(u) is given by 
(Es (v), n) =(v, [n, El). 
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With this notation at hand, we let 
(8) J:Prte" 


be an equivariant momentum map for the action of G on P; that is, 


i) J is equivariant relative to the action of G on P and the induced co- 
adjoint action on g* in the sense that 


(9a)  J(-7)=Adé:(J()) , 


for all geG and zeP. 


ïi) The infinitesimal generator of the G-action defined by (1) is a Ha- 
miltonian vector field generated by the function J(£):P — R defined 
in terms of the momentum map by 


(0) J(D(G)=(4(),E), for all £eg. 

Therefore, 

(11a) dJ(#(2)-ôêz=0(E,(2), ôz) 

for all ôz€e T,P. Equivalently, condition (11a) is expressed as 
Gb) X7@—É? ; 


where X, denotes the Hamiltonian vector field associated with the 
function f:P—R. 


We recall that equivariance in (9a) implies the classical commutation 
relations for the Poisson bracket: 


(9b) (JE), J (mn) = JL, n)). 


If P=T*Q and G acts on Q, then there is an induced G-action on 
P as follows: let ÿ,:Q — Q denote the action on Q. Define the action 
T on P by letting &,: T*Q — T*,Q be defined by 


(Bag), Ve.) = (age TH ed) à 
This action ® induced on P is called the cotangent lift. Cotangent lifts 


are the usual way one gets actions induced on 7*Q and they have 
explicit momentum maps according to the following: 
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2.1 Proposition. Let G be a lie group, Q a configuration manifold and 
Y:GXQ-—0Q an action of G on Q. Then, the lifted action on the phase 
space P=T*Q is symplectic had has an (Ad*-equivariant) momentum 
mapping given by 


(12) J:P—g*; J(E)(a)= (ay Eo(g)) , 


where (= Y(exp(f£), q) is the infinitesimal generator of 


the action Y on Q, and J(E):PR is related to 3 by J(E)(&)=(A(a,), 
£), as above. 


Proof - See Abrahm and Marsden [1978, p. 283], Corollary 4.2.11. sm. 
Let zeP, =J(7)€g*, and denote by 
(13) G,:={8eG|Ad#-\(u) =) CG 


the isotropy group of G under the co-adjoint action. The reduced phase 
space (or symplectic quotient) is given by the quotient manifold 


(14) P,:=3 '(u)/G, . 


P, is indeed a smooth manifold provided that ue g* is a (clean or) re- 
gular value of J and G, acts freely and properly on J (y). 

The following result of Marsden & Weinstein [1974] (see also Abra- 
ham & Marsden [1978, p. 299] or Arnold [1978, p. 376]) plays a central 
role in the development of the energy-momentum method. 


2.2 Proposition. Let z2€J (y). Further, let G-z and G,:z denote the or- 
bits of z under the actions of G and G,, respectively; i.e., 


(15a) G:z:={g8.zl8€G), and G,-z:={g-zlgeG,). 
Then, the following relation between tangent spaces holds: 
(15b) T(G,:2)=T(G-2 NTI '(). 


Moreover, T.(J”'(u)) is the Q-orthogonal complement of T,(G:2) in 
T,P; that is, 


(15c) Q(E»(2), 87) =0, fer all £€g iff 82€ TS” \(w)). 
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Proof - See Abraham & Marsden [1978, p. 299]. = 


The tangent space, 7,,P, to the reduced phase space P, is isomor- 
phic to the quotient space: 


(16) TaP,=T.J 7" (&)/T;(G,-2) ; 


where [z]= x,(z) and x,:37'(u) 37 "(u)/G, is the natural projection. 
Condition (15c) follows from the definition (11a) of momentum map. 
Let i,:37'(u)— P denote the inclusion. 


2.3 Reduction Theorem. There is a unique symplectique structure Q, on 
P, such that 


ax Q,= iQ . 
Proof - See Abraham & Marsden [1978, p. 300]. = 


Consider the dynamics of a Hamiltonian system with a given G- 
invariant Hamiltonian function H:P — R. The momentum map J:P — g* 
is conserved for the dynamics of X,; i.e., the flow F, of X}, leaves the 
set J_! (x) invariant and commutes with the action of G, on J7 l(4). As 
a results of the G-invariance property of A, it follows that the flow F, 
of X induces canonically a Hamiltonian flow on the reduced phase 
space P,=J" 1(u)/G,, with associated Hamiltonian function Æ,:P,—R 
defined through the equation H,07,= Hoi, and referrred to as the re- 
duced Hamiltonian. 


3. Relative Equilibria and the Energy-Momentum Method 


Following Poincaré’s terminology, a point z,€ P is called a relative 
equilibrium if the trajectory for Hamilton’s equations z=Xy(2) 
through z, is given by 


(1) z(t)=exp(té)-z., for some £eg 
i.e., a dynamic orbit equals a group orbit. Letting u,=J(z.), we see that 


(1) implies £eg,, by conservation of J and Proposition 2.2. For exam- 
ple, if G=80(3), the special orthogonal group, the a relative equili- 
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brium is a uniformly rotating solution of Hamilton's equations. Of course 
there are many classical examples of such solutions such as uniformly 
rotating rigid bodies, Lagrange”’s triangular solutions in the three body 
problem, etc. 

In addition to (1), two equivalent characterizations of a relative equi- 
librium are possible: 


i) First, by differentiating (1) with respect to f, evaluating at /=0, and 
using Hamilton’s equations, one finds 


(2) Z(t) exp(f£)-2z . 


t=0 


d 
= X de 
(Ge) dt 


1=0 


Making use of definition (1) in $ 2 we find that z,€P is a relative 
equilibrium if and only if there is a Lie algebra element £€eg such that 


(3) X (Ge) ns Ep(Ze) 2 


ii) Alternatively, a point z,€ P is a relative equilibrium if and only if it 
is a critical point of H|-1,,33 i.e., 


(4) dH(z.):ôz=0 for ôzeker[T, J(z)]. 


This is equivalent to x,(z.) being a critical point of H, by G- 
invariance of H. 


Instead of characterizing relative equilibria as critical points of H(2) 
subject to the constraint z€J-!(u,), it proves more convenient to re- 
move the restriction that 67€ T, P lie in the tangent space to the cons- 
traint set by introducing Lagrange multipliers. In this context, the 
following result is basic for our subsequent developments. 


3.1 Relative Equilibrium Theorem. À point z,€ P is a relative equili- 
brium if and only if there exists a £€g such that z, is a critical point of 


(5) Hi:=H-[J(£)-(E,me)]=H-(3-u., Ë) 


In (5), £eg plays the role of a Lagrange multiplier. The optimality 
conditions associated with (5) provide a variational characterization of 
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the relative equilibria z,€P, and the corresponding multiplier £€g as a 
critical points of H;. For convenience of the reader, we include the 
proof (See Abraham and Marsden [1978] and Marsden, Simo, Lewis, 
and Posburgh [1989] for additional conditions). 


Proof of the Relative Equilibrium Theorem. First assume that z, is a 
relative equilibrium. Then (3) and the definition of the momentum map 
gives 


(6) X (Re) 3" X1® (Ze) = 0 


which, since P is symplectic, is equivalent to z, being a critical point of 
H-J(#), which is the same as being a critical point of H.. (If P were 
a Poisson manifold, one would have to add a Casimir to AH —J(Ë) at this 
point and one would be dealing with the energy momentum Casimir 
method). 

Conversely, assume z, is a critical point of H;; i.e., z, is a stationary 
point of the dynamical system with Hamiltonian H—J(#£). Thus z, is a 
stationary point of the dynamical system Xy_7#. Since H and J(£) 
commute, so do the flows of their Hamiltonian vector fields and so the 
flow of Xy_J@6 is Pexpc-#9 °F, Where F, is the flow of X4. Thus 


Pan-#°F(G)=Z Which gives z(f)=F,(7)=exp(t£) ze 


which means z, is a relative equilibrium. # 


4. The Energy-Momentum Method 


Theorem 3.1 characterizes the relative equilibria as the critical points 
of a constrained variational principle, namely, as ‘he extremals of the 
Hamiltonian subject to the constraint of constant momentum map. In 
this context, the energy-momentum functional H,:=H—(J-—., £) is to 
be optimized and £€g is the Lagrange multiplier. The standard criteria 
for formal stability would require that z,€ P be a constrained local mi- 
nima of the reduced Hamiltonian. Note, however, that this condition 
would place additional unnecessary restrictions on the standard test for 
positive definiteness of the second variation 8 (H}(2e) on the tangent 
space, ker[T. J(z.)], to the level set J7!(4,) of the constraint at z,. In 
fact there are neutral directions due to the symmetry that must be 
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taken into account. We also caution the reader that we shall be assu- 
ming for simplicity that y is a regular value of J, that G, acts freely and 
properly on P and that y is a generic element of g*; i.e. that u is on a 
regular coadjoint orbit. (These points are discussed in Weinstein [1984]; 
we thank P.S. Krishnaprasad and T. Ratiu for pointing out that without 
these conditions one can run into trouble with the equivalence of the 
reduced and unreduces definitions of stability — these singular cases re- 
quire further work). 

The following elementary gauge invariance condition will be helpful. 


4.1 Proposition. Let z,€P be a relative equilibrium, and let G:z,= 
={g-27.|2€G) be the orbit through z. with tangent space 


(1) T,(G:24)= {nr(te)|n€ 9) . 

The, for any 67€ T.[J”'(4)], we have 

(2) ÔHi(z) (np(ge), 67) =0 for all neg. 

Proof - Since H:P—R is G-invariant, the Ad*-equivariance condition 
(9) of $ 2 yields 


(3) H}(g-2)=H(g-2)—-(J(g-2), £)+ (le, Ë) 
= H(7)- (Ad#:1(J()), £) LE (bles £) 
= H(2) - (J(2), Ad,-\(£)) A5 (les £) ; 


for any ge G and ze P. Choosing g=exp(fn) with n€g, differentiating 
with respect to f and using (1) and (3) of $ 2 we obtain 


(4) dAH;(2):np(2)= — be Ado) = (J(2), [n, #]). 
0 


t= 


Taking variations relative to z€ P in (4), evaluating at z, and using the 
fact that dH,(z,)=0, one gets the expression 


(5) 8° H(&e)(np(&e), 82) = (TI (Ge): 82, [n, Ë]) , 


which vanishes if T,J(z)-ôz=0, i.e., if ôzEker[T, J(z)]= T3" (ue). m 
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In particular, from the above result and Proposition 2.1 we have 


4,2 Corollary. Ô’H,(ze) vanishes identically on ker[T, J(z.)] along the 
directions tangent to the orbit G,.-z,; that is 


(6) 0 H;(£)-(np(re), FP(&))=0 for any n,teg, . 
Proof - By proposition 2.1, 7,(G, -z.)=T,(G:z.)N ker[T, J(z.)]. Sin- 


ce 7,(G,:z)CT,(G:z) the result follows from (2) by taking 
Ôz = Ep(ze) With £Eg,.. m 


From this corollary we conclude taht formal stability of a relative equi- 
librium requires positives definiteness of the second variation 5H; (ze) 
on 7, J7'(u) modulo the gauge directions T,(G,.:z.) = {np(ze)|n € 9.) 
which by (16) of $ 2, coincides with the tangent space to the reduced 
phase space. To summarize 


Formal stability of z,€ P is equivalent to 
ÔHi(z)-(v, v)>0 for veT, JS '(w)/T.(G,. 2). 


Here the quotient space is identified with some subspace 
(7) $ = TJ 4’ (ue)/ T, (Ge 7e) ni Ti RS ’ 


transverse to the orbit G,.-z, in 7,37'(u)=ker[T.J]. The definition 
of & requires the enforcement of two restrictions on variations ôz€ 
CO EN 


i) ôzeS is such that 7,J-6z=0, and 

ii) Elements ôz in 8 are taken modulo the gauge directions: 
T(G,. 2e): = {nr(ge)|n€g,), Where y,=3(z.), G, denotes the isotro- 
py subgroup of € g* (relative to the co-adjoint action) and g, is its 
Lie algebra. 


The fact that the definiteness of the second variation is to be examined 
restricted to the quotient space & is an important aspect of the energy- 
momentum method which is justified by the standard test for constrai- 
ned optimization problems along with Corollary 4.2. For convenience, 
a step-by-step procedure outlining the energy-momentum method is con- 
tained in the table below. We emphasize that the type of stability one 
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gets in P, is Liapunov stability, while in P it is orbital stability of the 
relative equilibrium orbit exp(f£)-z.. 

We conclude this section with a few general remarks. First, as noted 
above, since the original Hamiltonian FH is G-invariant, it induces a Ha- 
miltonian H, on each reduced phase space P,. The reduction theorem 
shows that the dynamics of X, projects to that of X,,. In addition, the 
point [z.]=7,.(&) in P, which is the orbit of z, is indeed a fixed point 
of H,. 

Conditions i and ii also show that the second variation of H!; at z. 
induces on the quotient space (14) of $ 2 the second variation 6 H,.() 
of the reduced Hamiltonian Æ,. 

It can be much easier to calculate 7H, than 67H, since computa- 
tions are carried out with unconstrained variations. This is an essential 
advantage of the energy-momentum method. This is also one reason the 
energy-Casimir method is useful (see the remarks below). The formal 
reason that the energy-momentum method produces a stability criterion 
is simply the fact that conditon 3 and 4 in the table below insure stabili- 
ty on the reduced space, which corresponds to stability modulo the group 
action on the original space. The other basic advantage of the energy 
momentum method is the block diagonalization work of Marsden, Si- 
mo, Posberg, and Lewis, already noted. 

We also note that in many examples (like the nonlinear stability of 
vortex patches, as in Wan & Pulvirente [1984]), one needs to be careful 
about what type of stability is concluded. For the applications to geo- 
metrically exact rod models with quadratic constitutive relations, these 
delicate functional analytic difficulties do not cause problems. 


The Energy-Momentum Method 


e Typical set-up in Mechanics 


O'P=1"O Configuration manifold and 
phase space 

H°P>R Hamiltonian 

G,g Symmetry group and Lie algebra 

Y:GxQ0—-0Q Symplectic action of G on Q 

£o(Q): _ Y(exp(tË), q) Infinitesimal generator of Y 


1=0 
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Computation of relative equilibria z,€ P, and test for formal stabil- 
ity involves the following steps: 


1 Momentum map - Compute J(£): P —R associated with £€eg. Typi- 
cally, on T*O, use 


Jay) = (au Ed) ae. 


2 First variation - Construct H,=H-—[J(#)—(u, £)] and find z,€P 
and £€g such that 


dH,(z)-ôz=0, and J()-u=0 ; 
for all 67€ T, P (no restrictions placed on ëz at this stage). 


3 Admissible variations for second variant test - Choose a linear sub- 
space 8 C T,,P such that 


i) 7, J-ôz=0 for all ôzeS. 
ü) & complements 7,(G,.-z.) in T, J r'(u)=ker[T.J]; i.e., every 
variation ôz€ T, P satisfying i is uniquely written as 
Ôz=v+xp(z), (xr(&) is tangent to the orbit) 
for some veS8 and xeg,, (so that xP(2.)€ T, (G,. Ze). 
4 Test the second variation ô?H, for definiteness on $; i.e., 


ô Hz), v)>0, 


for all ve. Definiteness means formal stability of z,€ P. 


5. Relationship with the Energy-Casimir Method 
The energy-Casimir method is concerned with Poisson reduction, ra- 


ther than symplectic reduction, which was used above. The Poisson re- 
duced space is simply 


(1) Pc:=P/G, 
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assuming it is a manilfod, with its inherited Poisson structure: functions 
on PQ are identified with G-invariant functions on P. If ©, is the co- 
adjoint orbit through u, then the reduced symplectic manifolds, written as 
(2) P,=37"(4)/G,=3"'(0,)/G, 


are the symplectic leaves of P;. We saw above that the definiteness of 

ô*H, on 8C T,,.P corresponds to definiteness of 82Æ,. The function H 

on P induces a function h on P/G and the restriction of h to P, is H,. 
Now suppose b:g*—R is an Ad*-invariant function, (so is a Casi- 

mir on g* in the Lie-Poisson bracket structure on g*). Further, let 

(3) boJ:P-R 

be a «collective» Hamiltonian on 2. This function is G-invariant since 

P(J(g-z))=P(AdE-:(I(7))=B(J(7)). Consequently, it defines a 

function 

(4) Cs:PcR. 

One checks that C,; is in fact a Casimir on P/G in the sense that 

(5) (Cas, li8 } =0, 


for any F:P;—R. This is illustrated in the following commutative 


diagram: 
P 
P/G g* 


bX 4 
KA 
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Assume that z,€P is a relative equilibrium, so that there is an asso- 
ciated multiplier £€g, as above. Furthermore, assume that there is at 
least one function b,:g* —R satysfying 


(6) Tr Me 


Then, the functional 
h+Cs,:P/G-R 


has a critical point at [z.]=#(z.) where r:P — P/G is the projection. 
The energy-Casimir method is essentially a test for definiteness of the 
second variation 


(7) ô°(h na Ca.) le , 


on the tangent space 7,,P/G to orbit [z.]EeP/G; see Holm et al. 
[1985]. Normally one chooses a ®, satisfying (6) to optimize the defi- 
niteness of (7). 

For any ®, satisfying (6), the restriction of the second variation (7) 
to T,,P,., the tangent space to the symplectic leaves in P/G is equal to 
the second variation of H,, at [z.]. This is simply because H,=h|P,, 
H,, has a critical point at [z.], and C4, is constant on P,.. 

Thus, assuming (6) can be satisfied, the second variation (7) restricted 
to the reduced space, and the quadratic form induced by ô°H, both 
coincide with 6H, ([z.]). Therefore, if the energy-Casimir method 
works, i.e., the form (7) is definite, then so is ô?H,(2) (restricted to 8); 
i.e., the energy-momentum method works. 

On the other hand, there are situations, such as those concerned with 
geometrically exact rod models, where the energy-momentum method 
can be applied successfully, but there appears to be no function ® sati- 
sfying (6) and so the energy-Casimir method fails — see Simo, Posburgh, 
and Marsden [1988]. This also appears to be the essence of the results 
of Abarbanel & Holm (cf. Holm [1986]) and Morrison [1987]. 

Of course one can synthesize the energy-momentum and energy- 
Casimir methods; this is suitable when a group commuting with G is 
present. This results in the energy-momentum-Casimir method. it is im- 
plicitly used in Holm et al. [1985] for examples like the symmetric hea- 


vy top. 


259 


As in the energy-Casimir method, for some problems in the infinite 
dimensional case, if one wants to deduce dynamical stability, convexity 
estimates for H, on 8 are required. The situation is analogous to that 
in Holm et al. [1985]. 


6. Example: The Rigid Body 


We illustrate how to use the energy-momentum method by conside- 
ring the dynamics of a freely spinning rigid body. Of course we will re- 
cover the classic results that uniform rotation about longest and shortest 
principal axes are stable motions. The energy-momentum method is al- 
so used in more sophisticated examples of rotating structures, as in Si- 
mo, Posbergh and Marsden [1988]. 

The rotation group 80 (3) consists of all orthogonal linear transfor- 
mations of Euclidean three space to itself which have determinant one. 
Its Lie algebra, denoted so (3), consists of all 3 X3 skew matrices, which 
we identify with R° by the isomorphism “:R—so(3) defined by 


0 —-n 9? 
(1) a-û=| 0 0 -a! 
-Q?2 9! 0 


where 9 =(Q!,0?, 0°). One checks that for any vectors r and ©, 


(2a) Ôr=Qxr, 
and 
(2b) a -66-(ax0).. 


Equations (1) and (2a, b) give the usual identification of the Lie algebra 
so (3) with R° and the Lie algebra bracket with the cross product of vec- 
tors. Moreover, if A € 80(3) and Q € so (3), the adjoint action defined in 
(2) of $ 2 is given by 


(3) [AO]: =Ad,ê:=AËAT. 


Since the adjoint action is a Lie algebra homomorphism, (3) gives the 


260 


elementary identity 
(4) A(rXs)=Arx As, 


for all r,s€R°. 

Given A€80O(3), let Ÿ, denote an element of the tangent space to 
80 (3) at A. Since 80 (3) is a submanifold of G£(3), the general linear 
group, we can identify Ÿ, with a 3x3 matrix, which we denote with the 
same letter. Linearizing the defining (submersive) condition AA7=1 
gives 


(5) AT +8 AT=0 , 


which defines 7,80(3). We can identify 7, 80(3) with so(3) by two 
isomorphisms: 


i) Left translations - Given Ê € so (3) and A€8O(3) we define (A, Ê) 
Ô,€ 7, 80 (3) by setting 
(6a)  Ô;,:=T;L, Ô = (A, AË). 
Thus Ô, is the left invariant extension of ô. 


ii) Right translations - Given Ÿ € so(3) and A € 80 (3) we define (A, ô) 
ô,€ T, 80 (3) through right translations by setting 


(6b)  Ô,:=T.R,-Ô= (A,8A). 
Thus 6, is the right invariant extension of 6. 


As in Simo, Marsden & Krishnaprasad [1988], the notation is dicta- 
ted by continuum mechanics considerations; uppercase letters are used 
for the body (or convective) variables and lower case for the spatial (or 
Eulerian) variables. Often, the base point is omitted and with an abuse 
of notation we write AÔ and OA for Ô, and 4,, respectively. 

The dual space to so(3) is identified with R° by using the standard 
dot product: 


(7) n.0=— rtf" 6] k 
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This extends to the /eft-invariant pairing on T, 80 (3) given by 


= A 


1 Re 1 SU À 
(8) (IL, 8)=#U6,1=- "81-11. ” 
We shall, thereby, write elements of so(3)* as fl, where IIER, (or # 
with xeR°) and elements of T+80(3) as 
(9) Îl, = (A, AÎ) , 
for the body representation, and for the spatial representation 
(10) Ti= (À, fA). 
Again, explicit indication of the base point will often be omitted and 
we shall simply write AÏT and fA for I], and ?,, respectively. If (9) and 
(10) represent the same covector, then 
(11) ñ= ANA, 


which coincides with the co-adjoint action. Equivalently, using the iso- 
morphism (2) we have 


(12) tm=AIT. 


The mechanical set-up for rigid body dynamics is as follows: the con- 
figuration manifold Q and the phase space P are 


(13) Q=S80(3); P=T*80(3) with the canonical symplectic 
structure 


i) The Hamiltonian H is the kinetic energy of a free rigid body. One 
shows in standard fashion (see for instance Marsden, Ratiu & Wein- 
stein [1984]) that 


1 
(14) H==x Ir; IL=AIA?, 


where Il is the rime dependent inertia tensor (in spatial coordinates) 
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LL 4 


iii) 


and J is the constant inertia dyadic given by 
(5) D=| os (MIIXI?1-X@ X1d°X. 
Je) 


Here, & © R* is the reference configuration of the rigid body and 
er: 8 R the reference density. We regard H in (14) as a function 
H:80(3)x s0*(3)— R where so(3) = R°*. This is essentially equi- 
valent to regarding H as a function on P because of the isomorphism 


(16) (A, x)e80(3)=R°* - (A, TA) = ñ,€ TX 80 (3). 


However, the former view, i.e., H(A, T), is computationally more 
convenient. 


Invariance Properties - Making use of (12), H in (14) can be written 
in the convective representation (body coordinates) as 


(17) H==T-D 


which reflects the (manifest) /eff invariance of H under the action 
of 80 (3). Thus Left reduction by 80 (3) to body coordinates induces 
a function on the quotient space 7*80(3)/80(3) = s0* (3). The sym- 
plectic leaves are spheres, |II|=constant. The induced function h 
on these spheres is given by (17) regarded as a function of II. The 
dynamics on this sphere is given by the usual picture obtained by 
intersection of the sphere |II|=constant and the ellipsoid 
H= constant. 


Momentum map - Consistent with the preceding discussion, we choo- 
se G= 80 (3) acting from the left on Q = 80 (3) by left translation, i.e., 


(18) Y(Q, A)=L,A=OQA, 
for all A € 80 (3) and QE G = 80 (3). Hence, the action of G= 80(3) 


on P= T*80(3) is by cotangent lift of left translations. Since the 
infinitesimal generator associated with £€ so(3) is obtained as 


= d À = 
(19) &@A)= Exp [£lA| =E£A, 


t=0 
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by Proposition 2.1 the momentum map associated with the left 80 (3) 
action is given by 


| il 1 > 
CD JOGD= RTE oI= tr A TA TEA= — 
era h=pé 
2 mie 


Thus, (20) gives 
(21) J(ty)=1, or J(Ë)=r'E. 
This constitutes our first step in the application of the energy-momentum 


method in the box. According to the second step of the energy-momentum 
method, we consider 


1 
(22) H=H-UE-rt= rl TE (tr) , 

and examine its critical points. To compute the first variation we recall 
that although 7, € T*80(3), including its base point A, are the basic va- 
riables, it is more convenient to regard H; as a function of 
(A, r)€ 80(3) X R‘* through the isomorphism (2). 


Thus, let ñ, = (A,, TA.) € T*80(3) be a relative equilibrium point. 
For any ô0€R° we construct the curve 


(23) er À, =expleôô] A,€ 80 (3) , 


which starts at A, since 


(24) Al =A,, and _ AN 


e=0 € e=0 


Let ôreR°* and consider the curve in R°* defined as 


(25) em T.=7+e0rER*, 
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which starts at r.. These constructions induce a curve e- ñ,,€ T*80(3) 
through the isomorphism (3): that is, ñ\,: = (A,, f.A.). With this nota- 
tion at hand we proceed to compute the first variation. 


i) First variation - Using the chain rule, set 


d 
(26a) ôH;|:=—H,.| =0, 
e de e=0 
where 
(26b) Hire re ER and H!:=A D 'A7. 


In addition, at equilibrium we have the additional optimality condition 
coming from varying the Lagrange multiplier 


(27) (m-m)n=0, for alneR*; i.e., m=",. 


To compute (26a) observe that 


1 il : à 
(28) Te: ss L'x,| ==", [601 '-1;'60]x. 
Z de UE 


D Ne T. 00 X T}] 
=00X (IL 'r,X7T.) , 


where we have made use of elementary vector product identities. By (28), 
expression (26) reduces to 


(29) ÔH| =ôx-[l; 'r.—£]+60-[IL 7x7] =0. 


e 


From this relation we obtain the two expected equilibrium conditions: 


(30a) [LC !x.xr,]=0, and [L'!r]=E#, 
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Equivalently, we have 
(30b) £XT.=0, ‘and IL''£=XE, 


where À > 0 by positive definiteness of I,=A,J A7. These conditions 
constitute the statement that 7, is aligned with a principal axis, and that 
the rotation must be about this axis. Note that x = IL,w,, where IL, is the 
spatial inertial dyadic and r,= Il, £, so that £ does correspond to the an- 
gular velocity, as it should. 


ii) Second variation - From (29) we compute the second variation at 
equilibrium by again making use of the direction derivative formula and 
setting 


(31) 5H, + [ôx-(L= x, Ë) X 0(L- x, X r.)] 


e e=0 


By performing manipulations similar to those leading to (29) and ma- 
king use of the equilibrium conditions (30) we obtain the following qua- 
dratic form at equilibrium 


(32) 82 H,| ((ôx, 50), (x, 60)) = 
I! (L-!-\1)f, ôx 
[ôx7 507| 0 boe à 
(HA) -f(I'-X),| | 60 


Note that the matrix in (32) in 6X6. 

Finally we restrict the admissible variations (ôx, x0)€ R°* X R° by the 
conditions in step 3 of the energy-momentum method. By (21), 
J(ñ;)=7; hence u,= 7, and T,(G,. -z.) = infinitesimal rotations about 
the axis #j; 1.e., multiplies of 
T., Or equivalently £. Variations that are orthogonal to this space and 
also in the space ôx =0 (which is the condition i: 0/ = ôr =0) are of the 
form 68 with 69 L x. Thus, we choose 


(33) 8={(ÔT, 60)|ôx =0, 60 1 +), 


which completes step 3 of the energy-momentum method. Note that 60 
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is a variation that infinitesimally rotates x, on the sphere 
(34) On: ={TER*| Irl?=lx, 2, 


which is the co-adjoint orbit through x... The second variation (32) re- 
stricted to the subspace V is given by 


(35) 2H,,| =60-(47(L7'—À1) à.) 60 
e 


= (x, X 66): (17! — À 1) (x, X 68). 


If X is the largest or smallest eigenvalue of II, (35) will be definite; note 
that the null space of II =! — X1 in (35) consists of vectors parallel to x. 
which have been excluded. Also note that in thus example, 8 is a 
2-dimensional space and (35) in fact represents a 2X2 matrix. 


. 


7. Comments on Block Diagonalization 


In the energy-momentum method, for mechanical systems with Ha- 
miltonian A of the form kinetic energy (K) plus potential (W), it is pos- 
sible to choose variables in a way that makes the determination of stability 
conditions sharper and more computable. These variables are related to 
what are known as Eckart frames, but they can also be related to hori- 
zontality conditions for an associated connection. In this set of varia- 
bles (with the conservation of momentum constraint and a gauge 
symmetry constraint imposed on %) the second variation of ô’H, block 
diagonalizes; schematically 


| 2X2 rigid | 0 

body block 

ÿH,= Internal vibration 
: | block | 


Furthermore, the internal vibrational block takes the form 


Internal vibration | ôV, 0 
block nb Ares 81 À 
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where V,=V+ulI (g)." is the amended potential of Smale, X,(g, p) = 
== lp — A ? and 4,(q) is the metric flat (or the Legendre transform) 


of £(g). Here 5°K,> 0 so formal stability is equivalent to ôV,>0 
which separates out the overall rigid body motions from the internal mo- 
tions of the system under consideration (for a geometrically exact rod, 
this includes shear and torsion). 

The dynamics of the internal vibrations (such as the elastic wave speeds) 
depend on the rotational angular velocity. That is, the internal vibration- 
al block is £-dependent, but in way we can explicitly calculate. On the 
other hand, these two types of motions do not dynamically decouple, 
since the symplectic form does not block diagonalize. However, we can 
compute the off-diagonal terms explicitly (they turn out to be momen- 
tum maps that play a crucial role in how the block diagonalizing varia- 
bles are constructed in the first place!) which determines the dynamic 
coupling. See Marsden, Simo, Lewis, and Posbergh [1989] and Simo, 
Lewis and Marsden [1990] for further information and references. 
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Des principes géométriques pour la mécanique quantique 


Jean-Marie SOURIAU 


Avertissement. Comme l’on fait remarquer Landau et Lifchitz, les rapports 
entre la mécanique quantique et la mécanique classique sont d’un type très 
particulier: elles coexistent au lieu de se succéder. 

Toute analyse de la structure quantique est nécessairement double; en 
particulier l’analyse géométrique. 

On évitera toute ambiguité en mettant dans la première partie, «classi- 
que», tout ce qui peut s’y mettre. En particulier l’étude des symétries; et 
aussi, on le verra, le rôle de la constante de Planck. 

Alors deux structures géométriques définies «classiquement» (préquan- 
tification, groupe générateur) permettent de déterminer ce que sont sont 
les «états quantiques»: les solutions d’un certain système d’inégalités. 

En ce sens donc, on réalise le programme de la quantification géomé- 
trique. Quelques exemples montrent qu'on retrouve bien ainsi les structu- 
res quantiques habituelles — dans tous leurs détails. 

Mais le choix et l’existence même d’un groupe générateur possédant des 
étas quantiques posent au physicien un problème nouveau pour chaque sys- 
tème concret; problème qui n’est résolu ici que dans quelques cas. 


1. PRINCIPES GEOMETRIQUES DE LA MECANIQUE 
CLASSIQUE 


1.1 Espace-temps galiléen 
Referentiels d'inertie 


«£a Géométrie est donc fondée sur une pratique mécanique, et elle n'est autre cho- 
se qu'une branche de la Mécanique universelle qui traite et qui démontre l'art de 


mesurer.» 
(Isaac Newton, Principia, traduction de la Marquise du Châtelet) 


Pour situer un événement e dans l’espace et dans le temps, on utilise 
quatre coordonnées, constituant une «date» {ER et une «position» 
reR’; ce qui sous-entend l’usage d’un référentiel que nous noterons 
R; d’où l'écriture: 


e=R(tr) 
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qui interprète le référentiel comme une bijection de l’espace numérique 
R‘ avec l’espace-temps Z 

L’usage d’un tel référentiel exige un certain nombre d’opérations ma- 
térielles (chronométriques et métrologiques); préalablement, il faut avoir 
choisi: 


GLS) un instant origine et une unité de mesure pour le temps; 
un point origine dans l’espace, animé d’un mouvement non 
accéléré; 
une unité de longueur, indépendante de la date; 
un système d’axes cartésiens orthonormés, de directions fixes. 


On se place donc au niveau d’une physique où sont admises les no- 
tions suivantes: mesure des intervalles de temps; mouvement non accé- 
léré d’un point; structure euclidienne de l’espace à chaque instant; 
directions spatiales fixes !. 

De tels référentiels s’appellent référentiels d'inertie; nous savons écrire 
les règles kantiennes pour passer d’une référentiel d’inertie Z à une au- 
tre Z': 


A7. À" est une application de R‘ dans R‘ qui s’exprime au moyen des 
objets suivants: 


Une matrice À dans le groupe SO(3); 
deux vecteurs de R°, b et c; 

un réel e; 

deux réels positifs, À, @ ? 


par la substitution: 


(1.1.2) t—ôt+e 


Fr >XAFr +bt+é 


! L'ensemble de ces notions «classiques» peut s’interpréter comme une approsimation de la 
relativité générale, au voisinage d’une géodésique de genre temps (temps propre, transport parallè- 
le) — en ignorant la relation que la relativité fournit entre les unités de longueur et de temps. 

2 Les rapports des unités de longueur et de temps. 
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que l’on peut écrire matriciellement: 


(1.1.3) F XA bé F 
t — 0, 0,e t 
1 0 01 1 


L'ensemble des référentiels d’inertie constitue évidemment un aflas de 
l’espace-temps, et lui confère donc une structure de variété. 


(1.1.4) 


L'ensemble l' des substitutions numérique Z°!,Z’ est donc un grou- 
pe de dimension 12; la notation matricielle montre qu’il possède un sous- 
groupe distingué fermé l',, de dimension 10, caractérisé par À=0=1. 


Groupe de Galilée 


Chisissons un référentiel d’inertie quelconque Z; l’ensemble des ap- 
plications: 


(1.1.5): Par oÆT:1 € (HET 0) 


est évidemment un groupe de difféomorphismes G de l’espace-temps £. 
Parce que l, est distingué dans l', ce groupe G est indépendant du 
choix du référentiel d’inertie Z: il constitue le groupe de Galilée. C’est 
évidemment un groupe de Lie de dimension 10, isomorphe à F4. 

Le principe de relativité galiléenne va mettre en jeu l’action du grou- 
pe de Galilée — selon des modalités dont nous verrons plus loin un 
exemple. 


Groupe d’Aristote 


Supposons qu’on adopte la physique d’Aristote où l’immobilité ab- 
solue a un sens (c’est le sort ultime de tout mouvement naturel); alors 
on peut recommencer l’analyse précédente en remplaçant les référentiels 
d'inertie par les référentiels «sublunaires» où le point origine est immo- 
bile. Ce qui implique de choisir b =0 dans le formules ci-dessus; on est 
ainsi conduit à la construction du groupe d’Aristote, dont la dimension 
vaut 7; c’est un sous-groupe non distingué du groupe de Galilée. 
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1.2 Espace d’évolution 


Variété des conditions initiales 


Considérons un système dynamique classique — pour fixer les idées 
un système de # points matériels en interaction. 

Appelons espace d'évolution l’ensemble Y des «conditions initiales» 
possible du système: une condition initiale, c’est un multiplet y consti- 
tué par une date, les positions de tous les points matériels (à cette date) 
et leurs vitesses. 

En utilisant un référentiel d’inertie Z, pour repérer dates, positions 
et vitesses par des variables numériques #, r, v;, nous repérons y par 


(2210) Yo=(E, Fu Fa RTE V,, v. us VE 


pris dans un ouvert Y, de R'*”. 
Il est clair que l’espace d'évolution Y possède une structure de varié- 
té — caractérisée par la carte globale y, + y. 


Dynamique 


Pour décrire l’évolution du système , il faut connaître la masse m; 
de chaque point matériel et la force F; à laquelle il est soumis; pour 
pouvoir repérer chaque masse par un réel, il faut donc avoir choisi une 
unité de masse. ns 

Quant aux forces F; la description intime du système fournit obliga- 
toirement leur expression en fonction de y, — c’est à dire de la date f, 
des positions 7,, et des vitesses v, de fous les points constituant le 
système. Cette «/oi de forces», défine sur Y,, est supposée différentia- 
ble (C°). 

Alors les équations différentielles de Newton: 


dy, 
122 m, — = 
( ) f dt J 
dr, > 
NS HE 


caractérisent l’évolution du système: toute courbe intégrale de ces équa- 
tions constitue un mouvement possible du système. 
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Puisque le temps est «mis en scène» dans l’espace d’évolution, on peut 
interpréter ces équations comme un feuilletage de dimension 1 sur Y, 
— les courbes intégrales constituant les feuilles; feuilletage de classe C® 
qui constitue la «dynamique» du système. 

Utilisons les notations de Lagrange; un vecteur tangent à Y s’écrira: 


(1.2.3)  6y=(ôf, ô, O1... OF BV. OV) 


il sera tangent au feuilletage s’il vérifie les conditions: 


(1.2.4)  môv,-F,6t=0 


obtenues en «chassant les dénominateurs» dans les équation de Newton. 
Variance de l’espace d'évolution 


Dans un changement de référentiel d’inertie, nous connaissons par 
les formules (1.1.2) les substitutions à effectuer sur le date et les positions: 


(1.2.5) t—ôt+e 


F,— \AF,+bt+€ 


la variance des vitesses et des forces s’obtient par voie géométrique: pour 
que l’enchaînement des points de Y sur les courbes intégrales ne dépen- 
de pas du choix du référentiel ni de l’unité de masse, il faut et il suffit 
que les équations (1.2.4) caractérisent un feuilletage de la variété Y qui 
soit indépendant de ce référentiel; ce qui produit les formules 
suivantes *: 


3 On peut produire par la même procédure géométrique l'expression des forces dans des réfé- 
rentiels accélérés ou tournants (force centrifuge et force complémentaire de Coriolis). 
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(1.2.6) 


L'analyse dimensionnelle classique s’obtient ainsi par voie géométrique. 


1.3 Espace des mouvements et espace des phases 


Espace des mouvements 


Considérons maintenant l’ensemble X des mouvements possibles du 
système (c’est à dire des feuilles du feuilletage dynamique de la variété 
Ÿ). À possède une structure de variété quotient, en notant: 


5°) P:yr x 


la correspondance entre une condition initiale y et le mouvement x qu’elle 
engendre, cette structure de X est la seule pour laquelle l’application P 
soit une submersion “; la dimension de X est égale à 6n. 

C’est cette variété X que nous appellerons espace des mouvements. 
Une fonction différentiable sur X, c’est une fonction différentiable sur 
Ÿ qui est constante sur les courbes intégrales: ce qu’on appelle une «cons- 
tante du mouvement». 


Espace des phases 


Les épigones de Lagrange ont pris l’habitude de travailler sur un au- 
tre objet, appelé «espace des phases». 


4 Autrement dit: une application d’un espace numérique R” dans X sera différentiable si elle 
est localement relevable par une application différentiable dans Y. Cette structure de variété existe 
ici parce que le feuilletage admet des sections locales, les hypersurfaces /=Cte. Mais la variété X 
n’est pas nécesairement séparée; ainsi, dans le cas du potentiel coulombien, un second quotient 
(discret) est nécessaire pour construire la «variété de Newton» (procédure de régularisation). 
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L’espace des phases ne peut se définir qu’en physique d’Aristote; c’est 
le quotient de l’espace d’évolution par le feuilletage suivant: 


65, =0 
ôF,=0 


définition qui exige la recours à un référentiel sublunaire. 

En physique galiléenne, il existe une infinité d'espaces des phases (as- 
sociés à tous les choix d’une immobilité «absolue») — alors qu’il existe 
un seul espace des mouvements. 

Mais le dogmatisme aristotélicien n’a pas disparu, et on continue à 
parler pieusement de «l’espace des phases» d’un système — comme si 
l’un d’entre eux était meilleur que les autres. 


1.4 Forme de Lagrange 


Principe de d’Alembert 


Reprenons les formules (1.2.4) qui caractérisent les vecteurs ô y tan- 
gents au feuilletage dynamique: 


(14.1) m5, -É6t=0 
ôr;-V,ôt=0 


Le principe de d’Alembert caractérise les mouvements du système par 
la nullité du «travail virtuel des forces, compte tenu des forces d’inertie». 

Le mot «travail» implique ici l’usage du produit scalaire de l’espace 
euclidien R°, que nous noterons { , ). Quant au mot «virtuel», il indi- 
que le recours à un nouveau vecteur tangent à Y, ô’y. Le principe s’écrit 
alors: 


(42)  X (môv,-Fjôt, 5’ F;)=0 
ll 


c’est une simple trivialité de remarquer que le vecteur ô y est tangent au 
feuilletage dynamique si cette expression est nulle quel que soit 6’ y — 
en supposant déjà que ô y est pris dans le sous-espace Æ;,,, défini par 
le second système des équations (1.4.1): 
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2-forme de Lagrange 


Le premier membre de cette équation (1.4.2) est une forme bilinéaire 
en ôy et ô’y définie sur Y; malheureusement elle dépend du référentiel 
utilisé. Un remède consiste à compléter par un terme «virtuel» en ô’f: 


(43) D (môv,-Fôt, à’r;-v,8't) 
j 
et à antisymétriser — ce qui produit une 2-forme o, que nous appelle- 


rons forme de Lagrange: 


(1.4.4) 


o(ôy, 'y)= 


n 


Jet 


Il est évident que la forme o «produit» la dynamique par la condition: 
(1.4.5) a(ôy, ô'y)=0 pour tout ô’y 
en abrégé: 
(1.4.6) ôyeker(o) 


le feuilletage dynamique coïncide avec le noyau de la forme de 
Lagrange. 


Variance de la forme de Lagrange 


La 2-forme de l’espace d’évolution Y définie par cette formule est in- 
dépendante du référentiel d'inertie choisi; à un facteur près, toutefois, 
dépendant du choix des unités de masse, longueur et temps M, Z, T. 


$ Le principe de d’Alembert apparaît comme une forme «tronquée» de ce principe: on se li- 
mite à 8’ 1=0, 5 v,=0. 
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On peut faire disparaître ce facteur en se limitant aux changements 
d’unités qui respectent la condition suivante: 


’ \2 r\-1 
Dane ) (T) =} 
M \L T 


que l’on réalise en liant le choix de l’unité de masse à celui des unités 
de longueur et de temps par la règle métrologique suivante: 


(1.48).  ML'T-!=Cte: 


cette grandeur, dont la dimension est celle d’une action, étant choisie 
arbitrairement. Dans les substitutions (1.2.5,6), les constantes y, \, 0 sont 
alors liées par la relation: 


(1.4.9)  uX26-1=1. 


1.5 Structure symplectique 


Fermeture de la forme de Lagrange 


A quelle condition la forme o est-elle fermée? le calcul de la dérivée 
extérieure do montre qu’il existe — localement — un «potentiel» # dont 
dérivent les forces‘; c’est-à-dire une fonction différentiable: 


LS D PO UET, Pour) 


(indépendante donc des vitesses) telle que. 


6 Ceci parce que nous avons simplifié l'exposé en choisissant l’expression (1.4.4) de la forme 
de Langrange; il existe une écriture plus complète qui concilie la fermeture de o et l’existence de 
forces de type Laplace-Coriolis, dépendant de la vitesse. 

7 Avec l’abus de notation usuel consistant à identifier les vecteurs et les formes de R° grâce 
au produit scalaire. 
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C’est «proprement le cas de la nature», selon l’expression même de 
Lagrange. Il s’agit donc d’un rouveau principe de la mécanique, que 
nous appellerons «principe de Maxwell» Ÿ. 


Descente sur l’espace des mouvements 


Cette condition est suffisante pour que a «descende» sur une 2-forme 
ox de X ”; 0, est aussi fermée, et son rang est égal à la dimension de 
X: c’est ce qu’on appelle une forme symplectique !. 


(1.5.3) 


«Nous désignerons, en général, les constantes arbitraires ... par a, b, c, f, g, 
etc., dont le nombre doit être double de celui des variables» 
(Joseph-Louis Lagrange, Mécanique Analytique, deuxième édition) 


Les composantes covariantes 9, et contravariantes oX* de sy dans des 
coordonnées quelconques de l’espace des mouvements sont connues de- 
puis 1811: Lagrange les a introduites dans la 2ème édition de la Mécani- 
que Analytique pour traiter le calcul des perturbations par la méthode 
de variation des constantes, avec les notations [a, b], (a, b); on les ap- 
pelle «crochets» et «parenthèses» de Lagrange. 

La structure symplectique de la mécanique est donc un ingrédient par- 
faitement classique. Pourquoi donc n’a-t-elle été réellement reconnue et 
exploitée que cent cinquante ans plus tard? sans doute parce que le dog- 
me de l’espace des phases a empêché de comprendre Lagrange — qui 
travaillait sur l’espace des mouvements. 


$ Attention! Il ne s’agit pas ici d’un principe de «conservation»: la fonction u(f, Fj, F> .… F,) 
n’est une constante du mouvement que si elle ne dépend que de r;, F2, Fu. 


ke ox est caractérisée par la propriété: 


o=S*oy, 


S désignant la submersion Y - X. Cette propriété déjà exprimée implicitement par Lagrange a été 
retrouvée un siècle plus tard par Elie Cartan («invariant intégral absolu de la dynamique»). 


10 Les formes symplectiques n’existent que sur des variétés de dimension paire (ici 6n). 
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1.6 Relativité galiléenne de la mécanique 


«dans les matières philosophiques, il faut faire abstraction des sens; car il se 
peut faire qu'il n’y ait aucun corps véritablement en repos, auquel on puisse rap- 


porter les lieux et les mouvements.» 
(Isaac Newton, ibidem) 


Groupe de Galilée et systèmes libres 


Un mouvement x d’un système dynamique a été défini comme une 
courbe tracée dans l’espace d’évolution Y; mais on peut aussi le carac- 
tériser comme un système de #7 courbes tracées dans l’espace-temps # 
— les lignes d’univers des n points constituant le système !!. 

Puisque tout élément g du groupe de Galilée G est un difféomorphi- 
sme de #, nous pouvons déterminer son action sur un mouvement x — 
produisant un autre système de r courbes g(x). 

Le principe de relativité galiléenne implique que l’objet ainsi construit 
est encore un mouvement du système — quels que soient xeX et g€G. 

Bien entendu il ne peut s’appliquer qu’aux systèmes libres — ceux où 
les forces appliquées ne dépendent pas de la présence d’objets 
extérieurs /2. 

En utilisant un référentiel d’inertie quelconque Z,, on peut traduire 
ce principe par des conditions sur les lois de forces *: il suffit d’appli- 
quer la caractérisation (1.5.5) du groupe de Galilée G et les formules 
(1.2.5,6) de changement de référentiel. 

Ce calcul montre en particulier que G agit sur X par difféomorphis- 
mes; et, si le principe de Maxwell est respecté, par symplectomorphismes; 
c’est-à-dre que: 


(1.6.1)  gxox=0x% pour tout geG 


gx désignant le difféomorphisme image de g par l’action, et o, la for- 
me symplectique de X. 


11 Parce que la donnée de ces courbes détermine toutes les conditions initiales du mouvement. 
12 Le langage traditionnel parle de «forces intérieures». 


13 Puisque il s’agit d’un système qui par hypothèse est isolé, cettte condition apparaît comme 
un axiome concernant les forces d'interaction. 
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Conséquences 


(1.6.2) 


Parmi les conséquences mathématiques de cette action symplectique, 
figurent les lois de conservation classique: énergie, impulsion, 
moment angulaire; le mouvement rectiligne uniforme du barycentre; l’é- 
galité de l’action et de la réaction, qui n’est donc pas un principe auto- 
nome; l’interprétation de la masse totale comme une casse de 
cohomologie; la décomposition de la variété des mouvements en un pro- 
duit cartésien de deux variétés symplectiques sur lesquels le groupe de 
Galilée G agit séparément (voir ci-dessous 1.10.4); d’où de nouvelles gran- 
deurs conservées: moment cinétique propre, énergie propre; etc. 


1.7 Symétries symplectiques 


Actions symplectiques 


Examinons de plus près la géométrie des actions de groupe par sym- 
plectomorphismes. 


(1.7.1) 


Soit (X, o) une variété symplectique; G un groupe de Lie; nous suppo- 
sons X et G connexes. 


Si G est muni d’une action différentiable sur X° 
SENSY 


l’action infinitésimale associe à tout élément Z de l’algèbre de Lie de 
G un champ de vecteurs sur X, soit Zy; 


l’action est dite symplectique si: 
(17722) gk*o=o pour tout geG 
cette relation est équivalente à: 


(1973) la 1-forme i(Zy)o est fermée pour tout ZE & 
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Actions hamiltoniennes 


On appellera action hamiltonienne toute action symplectique telle que, 
pour tout ZE, la forme i(Zy) o soit exacte “; c’est-à-dire s’il existe une 
fonction F4, appelée hamiltonien de Z, telle que: 


(1.7.4) _i(Zy)o=-dH 


H est définie par cette formule à une constante additive près. 
L'ensemble des hamiltoniens est une a/gèbre de Lie, lorsqu’on le 
munit du crochet de Poisson ‘. 


Cas du groupe de Galilée 


Dans le cas d’un système libre, nous avons déduit du principe de re- 
lativité l’existence d’une action symplectique du groupe de Galilée sur 
l’espace des mouvements. Est-elle hamiltonienne? 

La structure du groupe de Galilée permet de montrer qu’il suffit pour 
cela que la forme i(Z,) o soit exacte dans le seul cas où Z est un géné- 
rateur des translations temporelles. 

Le hamiltonien correspondant est l’énergie; le cas d’une action non 
hamiltonienne correspondrait à une «énergie multiforme» — permettant 
des ressources gratuites illimitées... Nous savons bien que ce n’est pas 
possible; d’où un nouveau principe de la mécanique classique: l’action 
du groupe de Galilée est toujours hamiltonienne. 


1.8 Nouvelle formulation des principes de la mécanique classique 


Ce sont ces propriétés qui conduisent à «réinitialiser» les principes 
de la mécanique classique: nous admettrons seulement que les mouve- 
ments d’un système libre constituent une variété symplectique X, munie 
d’une action hamiltonienne du groupe de Galilée. 

Toutes les conséquences mathématiques établies dans le cas des sys- 
tèmes classiques de points soumis à des forces restent valables; les ha- 


4° Pour qu’une action symplectique soit hamiltonienne, il suffit que X soit simplement con- 
nexe ou que l’algèbre de Lie Ssoit égale à son algèbre dérivée. 

15 Le crochet de Poisson de deux fonctions u, v sur une variété symplectique est donné en coor- 
données locales par la formule [u, v] = o/*à ;u à}. v, les oX désignant les «parenthèses de Lagrange» 
(voir 1.5.3). 
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miltoniens s’articulent pour constituer les objets que nous savions inter- 
préter dans le cas des système «classique» (énergie, impulsion, moment 
angulaire, barycentre, masse, décomposition barycentrique, etc.). 


Systèmes élémentaires 


(1.8.1) 


Une classe particulièrement intéressante est celle des systèmes où l’ac- 
tion du groupe de Galilée G sur l’espace des mouvements X est fransitive. 


Ces objets peuvent se classer; on obtient ainsi des modèles convena- 
bles pour les particules élémentaires; non seulement les «points maté- 
riels», mais aussi les particules à spin comme les électrons, dont on décrit 
ainsi le moment cinétique propre Ÿ. 


Passage à la mécanique relativiste 


(1.8.2) 


Le passage à la mécanique relativiste (relativité restreinte) est simple 
à ce niveau: il suffit de remplacer le groupe de Galilée par le groupe de 
Poincaré (groupe des isométries de l’espace-temps # muni de la struc- 
ture de Minkowski; la dimension de ce groupe est égale à 10, comme 
dans le cas galiléen). 


L'espace des mouvements est toujours une variété symplectique, mu- 
nie donc d’une action symplectique de groupe de Poincaré !”. Mais il 
n'existe pas, dans ce cas, de procédure standard pour produire un espa- 
ce d’évolution Y; ceci parce que la non-conservation de la simultanéité 
par le groupe empêche de définir une condition initiale par le choix d’u- 
ne date. 

Les espaces symplectiques homogènes du groupe de Poincaré four- 
nissent des modèles convenables non seulement pour les électrons, mais 


16 On peut généraliser la mécanique des systèmes classiques en assemblant des points maté- 
riels et des particules à spin. Le principe de Galilée permet de décrire de nouveaux types d’interac- 
tion — comme le ferro-magnétisme. 

17 L’algèbre de Lie étant égale à l’algèbre dérivée, l’action est automatiquement hamiltonien- 
ne. Une procédure géométrique d’approximation conduit à la relation E= mc? entre l’énergie re- 
lativiste Æ et la masse galiléenne m. 
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aussi pour les photons, les neutrinos, etc. Mais ces objets nouveaux ne 
possèdent pas d’espace d'évolution au sens classique; la position d’un 
photon à une date f peut se définir dans chaque référentiel d’inertie ! 
— mais l’ensemble de ces positions dans l’espace de Minkowski #dé- 
pend du référentiel et décrit ainsi un 3-p/an isotrope. 


1.9 Préquantification 
Variétés quantiques 


(1.9.1) On appelle variété quantique une variété séparée connexe # 
munie d’une 1-forme w telle que: 


ker (dw) est de dimension 1 et définit un feuilletage en cer- 
cles de 7; 


w induit sur ces cercles une 1-forme non nulle; 
la circulation (o sur ces cercles est égale à 2. 
Dans ces conditions: 
Le quotient de Æ par le feuilletage est une variété X; 


X est munie d’une forme symplectique o, caractérisée par 
la formule: 


P*o=dw 
P désignant la projection canonique de Æ sur X; 


l’intégrale lo sour toute 2-sphère plongée dans X est un 
multiple entier de 2r. 


Quantomorphismes 


(1.9.2) 


On appellera quantomorphismes d’une variété quantique Æ les dif- 
féomorphismes g de Æ qui préservent le forme w: 


g*w=u; 


ils constituent un groupe Quant (Æ). 


18 Par ses symétries dans le groupe d’Aristote attaché au référentiel — qui est un sous-groupe de 
Poincaré. 
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Tout quantomorphisme g conserve les cercles, et se projette sur un 
symplectomorphisme s de la base X: 


Poe SE 


On dira que g est un relèvement de s, et que s est relevable. 


(915) 


Les relèvements de l’identité de X constituent un groupe de quanto- 
morphismes de #, isomorphe au tore T = U(1); l’isomorphisme est ca- 
noniquement défini par la formule: 


el! exp(tR) 
R étant le vecteur de Reeb, défini par les équations: 
i(R)w=1, i(R)dw=0. 


Cette action du tore est une fibration principale de Æ, dont les orbites 
sont les cercles. Ce groupe est le centre du groupe des quantomorphismes. 


Préquantification d’une variété symplectique 


Une variété symplectique connexe (X, o) est dite préquantifiable si 
elle est isomorphe à la base d’une variété quantique (Æ, w); il est évi- 
demment nécessaire que l’intégrable je sur les sphères soit toujours mul- 
tiple de 2x; on démontre que cette condition est suffisante. Plus 
précisément: 


(1.9.4) Une préquantification de (X, o) sera la donnée d’une variété 
quantique (Z, w) et d’une submersion P de Æ sur X, telles que: 


Pour tout xeX, P-'(x) est un cercle de Æ; 


P* 0 = du; 


(1.9.5) Deux préquantifications (Æ, w, P), (£’,w’, P') sont dies équi- 
valentes s’il existe un difféomorphisme g de Æ sur Z”, tel que: 
d'OL=UN ELU PIS g—E; 


si X est préquantifiable, on peut mettre en bijection les classes d’équi- 
valence des préquantifications avec les caractères du groupe d’homoto- 
pie IT, (X). 
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Préquantification d’un système 


(1.9.6) 


L'expérience montre que les espaces des mouvements des systèmes dy- 
namiques que l’on rencontre dans la nature sont des variétés symplecti- 
ques préquantifiables. 


Bien entendu ceci n’a un sens indépendant du choix du référentiel que 
si on relie les unités de masse, longueur et temps par la relation (1.4.8), 
avec un choix bien déterminé de la constante; à savoir: 


(1.9.7) ML?T-'=h=1.05459...x 10% kilogramme metre? seconde ”! 


hi désigne, selon l’usage, le quotient par 27 de la constante de Planck”°. 


(1.9.8) 


L'existence d’une préquantification pour l’espace des mouvements d’un 
système dynamique pourra donc figurer parmi les principes de la Méca- 
nique classique (ou relativiste). 


Comme nous allons le voir, dans le cas d’une particule à spin gali- 
léenne, ce principe équivaut au fait que le moment cinétique propre soit 


À k h jz 1 
un multiple entier de PL c’est ce que montre l’expérience — qui per- 


met ainsi de mesurer la constante de Planck. 


1.10 Actions hamiltoniennes sur une variété préquantifiable 


(1.10.1) 


Soit (X, o) une variété symplectique connexe possédant une préquan- 
tification (Æ, w, P); S un groupe de Lie connexe muni d’une action ha- 
miltonienne sur *. 


19 Des unités de mesure vérifiant cette condition s’appellent «unités quantiques». 
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Alors il existe deux groupes de Lie, G et H, qui sont caractérisés par 
le diagramme commutatif de suites exactes suivant: 


nous dirons que G est l’extension quantique de S. 

G peut se construire comme produit croisé de S et de Quant(Æ) au 
dessus de Sympl(X); c’est une extension centrale de S par le tore T, mu- 
ni d’une action différentiable sur Æ par quantomorphismes; H est le noyau 
de l’action de S sur X; le diagramme l’identifie canoniquement au noyau 
de l’action de G sur &. 


Soit  l’algèbre de Lie de G. 


Pour tout Ze notons Z; le vecteur de Æ associé à Z par l’action 
infinitésimale de G; la fonction i(Z:)w descend sur X via la projection 
P, ce qui s’écrit: 


(110.2)  i(Z-)w=P*H, 


L'application linéaire Z - H, ainsi définie est un morphisme surjectif 
de l’algèbre de Lie Z sur l’algèbre de Lie 4 de tous les hamiltoniens 
du groupe S (munis du crochet de Poisson 1.7.4). 
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Réduction 


(1.10.3) 


Soit H° la composante neutre de H; H° est distingué dans Æ et dans 
S. Le diagramme commutatif de suites exactes suivant: 


con 


CP ee 


LÉRENENU 


O0 —+ H —+ 5 —+ SympliX) 


Vds À 


Eoccnron OS à 2 Ml pags HR! r mr —, 204. 2): 7 9 


RP EN 


0 0 0 


indique que le groupe réduit S*=S/H° agit symplectiquement sur 
cette cette action est hamiltonienne; les hamiltoniens de S et de S* coïn- 
cident; le noyau de l’action réduite, isomorphe à H/H°, est discret; l’ex- 
tension quantique G* de S* a donc aussi un noyau discret. 


Exemple 


(1.10.4) 


S est le groupe de Galilée, X l’espace des mouvements d’un système 
libre classique ou d’une particule élémentaire, supposé préquantifiable. 


Alors l’extension quantique de S est un groupe de Lie de dimension 
11, appelé groupe de Bargmann; c’est une extension non friviale de S 
par T; l’obstruction à la trivialité est une classe de cohomologie, qui me- 
sure la masse totale du système. 

Si cette masse m’est pas nulle, X est le produit cartésien symplectique 
de deux variétés préquantifiables: 

— l’espace des mouvements du barycentre; 
— l’espace des mouvements propres. 
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Le groupe de Galilée possède une action hamiltonienne sur chacune 
de ces variétés; l’action sur l’espace des mouvements propres est ré- 
ductible. 

Dans le cas d’une particule à spin, l’espace des mouvements propres 
est la sphère S?, munie de la forme symplectique 


OS SU): 


surf désignant l’élément d’aire de la sphère standard orientée; s est le 
Spin (moment cinétique propre); l’existence d’une préquantification im- 
pose que s soit /a moitié d’un entier p, que l’on peut choisir positif *. 

Le groupe de Galilée se réduit au groupe des rotations SO(3); l’ex- 
tension quantique G de SO (3) peut se construire comme quotient du grou- 
pe unitaire U(2) par le sous-groupe Z, des racines p-ièmes de l’unité. 

La projection G — SO (3) associe à la classe d’une matrice unitaire 
la matrice de rotation dont les composantes r;; sont données par: 


uo;u "= > Tik © 
jk 
où interviennent les trois matrices de Pauli 0. 


Groupes générateurs 


(1.105) 


Conservons les hypothèse précédentes (1.10.1): X est une variété sym- 
plectique préquantifiable; S est un groupe de Lie muni d’une action ha- 
miltonienne sur X. 


Nous dirons que S est générateur de X si: 
— l’action de S est fransitive; 
— le noyau H de cette action est discret ?; 
— les hamiltoniens séparent les points de X. 


(1.10.6) 


Sous ces hypothèses, on peut montrer que le centre de G est le pro- 
duit direct des groupes T et H; que l’application Z- H, définie en 


20 Avec des unités de mesure arbitraires, le spin vaut pA/2. 
21 On peut toujours réaliser cette condition par la procédure de réduction (1.10.3). 
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(1.10.2) est injective, et constitue donc un isomorphisme de l’algèbre de 
Lie de G avec l’algèbre de Lie-Poisson des hamiltoniens de S. 


En particulier la fonction hamiltonienne 1 est égale à Hx — R dési- 
gnant le «vecteur de Reeb», générateur du tore ?. 


Exemple 
(1.10.7) 


Alors: 
(1.10.8) 


Soit G un groupe de Lie connexe; on suppose que la compo- 
sante neutre du centre de G est isomorphe au tore T. 

Soit « une 1-forme invariante sur G. On désigne par À le sta- 
bilisateur de & dans la représentation coadjointe *. 

On suppose que: 

— Ja circulation de « sur T est égale à 27 

— il existe un morphisme x de À dans T tel que: 


= v* 
Xa—X QT 


«A et œr désignant les formes induite par « sur À et T. 


(1) La variété X = G/A est munie d’une forme symplectique 
o caractérisée par: 


[g- 84]*o=da 


(2) Soit B le noyau de x. 
Alors la variété Z = G/B est munie d’une forme quanti- 
que w caractérisée par: 


[g  gB]* w= a. 
(3) L'application: 
P:gBr gA 
fait de # une préquantification de X. 
(4) Le groupe S=G/T, muni de l’action: 
gT-[g'A- g8"A] 


est générateur de X; G est l'extension quantique associée. 


22 Le vecteur R; associé à l’action sur Æ est bien le vecteur de Reeb de la variété quantique Z. 

2 Définitions: æ est dite invariante (à gauche) si L? œ= a pour toute translations à gauche Z,. 
La représentation coadjointe de G sur l’espace vectoriel des 1-formes invariantes est définie par 
Ad* (g)(x)=Ad(g”!)* &, Ad désignant l’action adjointe de G sur G:Ad(g)(g')=gg"g8"!. 
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L'intérêt de cette construction, c’est qu’elle est universelle. En effet: 


(1.10.9) Soient (X, o) est une variété symplectique connexe; (Æ, w, P) 
une préquantification de X; S un groupe générateur. 
Choisissons £€X; sur l’extension quantique G de S, posons: 


a=[g - g(Ë)]*« 


a est une 1-forme invariante; sur le stabilisateur coadjoint 
A de «, il existe un caractère x défini par: 


[x (a)1: (© = 4: * 


alors les hypothèses (1.10.7) sont réalisées; la construction 
(1.10.8) reproduit X, ©. Æ, w, P, S à partir de « et x. 


2. ET MAINTENANT, LA MECANIQUE QUANTIQUE 


Avertissement 


Nous allons proposer un algorithme de «quantification» pour un sys- 
tème dynamique dont l’espace des mouvements X possède une préquan- 
tification Æ et un groupe générateur S. 

La mécanique classique suffit à définir la structure symplectique de 
X,; le choix de Æ et de S sera donc «le supplément de structure» nécessai- 
re et suffisant pour quantifier. 

Mais les système dynamiques concrets ne possèdent pas tous de grou- 
pe générateur S évident. Comment faire? 

Peut-être en renonçant à exiger que S soit un groupe de Lie; la con- 
struction (1.10.5,6) s’applique encore aux «groupes difféologiques» et 
produit des groupes générateurs pour toutes les variétés symplectiques 
connexes. 

Mais nous nous contentons ici du cas de groupes de Lie. 

Une réinterprétation des éfats de la mécanique statistique * suggère 
l’axiomatique des états quantiques, fonctions définies sur l’exension quan- 
tique de S et solutions d’un simple jeu d’inégalités. 


24 Au premier membre apparaît la fibration de Z par le tore (1.9.3); au second membre l’ac- 
tion de G sur Z. 

2% Mécanique statistique considérée comme un stade intermédiaire entre les mécaniques clas- 
sique et quantique. 
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Cette axiomatique suffit à faire surgir les objets courants de la méca- 
nique quantique (interprétation probabiliste, relations d’incertitude; espa- 
ces de Hilbert, opérateurs, représentations unitaires; états mélangés; etc.) 
dans un cadre mathématique rigoureux — parfois plus large que la ca- 
dre habituel. Quelques exemples illustrent cette théorie. 


2.1 Mécanique statistique et probabilités 


Equation de Liouville 


CE D 

Traditionnellement, les «états» de la mécanique statistique classique 
sont caractérisés par une fonction de répartition, définie sur l’espace des 
phases, solution positive de l’équation d'évolution de Liouville, et dont 
l'intégrale (pour la mesure de Liouville) est égale à 1. L'expérience montre 
que de tels «éfats statistiques» (en particulier les états de Gibbs) sont 
parfois une meilleure description de la réalité physique que les seuls «mou- 
vements» de la mécanique classique. 


Mécanique statistique sur l’espace des mouvements 


(2.1.2) 


L’équation de Liouville est ici un simple expédient pour compenser 
le caractère non covariant de l’espace des phases; il existe une formula- 
tion covariante strictement équivalente: un «éfat statistique» est une loi 
de probabilité y complètement continue sur l’espace des mouvements X. 
On se passe d’ailleurs avec profit de la restriction «complètement conti- 
nue» — qui ne sert en fait qu’à écrire sans états d’âme l’équation de 
Liouville; dans ce cas on pourra identifier chaque mouvement classique 
x avec la loi de probabilité ô(x) concentrée au point x. 


Lois de probabilité et groupes 


Mais quelle est donc la définition d’une loi de probabilité y sur un 
ensemble X? Une des définitions standard, c’est de faire de y une fonc- 
tionnelle — associant à certaines fonctions f définies sur X un nombre 
noté 


(21.3) F@) du(x) 


X 


ou simplement (f), et qu’on appelle valeur moyenne de f. 
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Dans le cas d’un espace X topologique localement compact, une loi 
de probabilité y (au sens standard du terme) permet en particulier de 
calculer les valeurs moyennes des fonctions continues sur X à valeurs 
dans le tore T, ensemble des nombres complexes de module 1. 

On note que ces fonctions constituent un groupe multiplicatif l', et 
on peut montrer que les valeurs de la fonctionnelle y restreinte à T suf- 
fit à caractériser la loi de probabilité. 

Il est facile d’autre part d’établir les propriétés suivantes de cette fonc- 
tionnelle restreinte: 


(2.1.4) 


u(e)=1 (e: élément neutre de l') 


0< Y CCu(r; vo 


jk 


> Ciu(r;) Fate > Ci; X 
j ÿ 


vables quels que soient les C; dans C, les y; dans ”. 


Reformulation du calcul des probabilités 


(2.1.5) 


Nous allons prendre ces propriétés comme axiomes — non seulement 
de la mécanique statistique classique — mais plus généralement du cal- 
cul des probabilités: un ensemble X sera probabilisé par le choix arbi- 
traire d’un groupe T° d’applications X — T; une loi de probabilité sera 
une fonction complexe y sur l' vérifiant les axiomes ci-dessus (2.1.4). 


(2.1.6) Les propriétés essentielles des probabilités sont sauvegardées: 
— y est prolongeable, d’une seule façon, par une fonction- 
nelle linéaire positive de masse 1 sur l’ensemble À des 
«fonctions d’essai», limites uniformes des combinaisons 
linéaire complexes d’éléments de l'; 
— en chaque pont x, la loi de probabilité concentrée en x est 
la fonctionnelle: 


vr 7X 


— l’ensemble des lois de probabilités est convexe; 
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— la définition (immédiate) du produit tensoriel des grou- 
pes l', l'’ de deux espaces probabilisés X, X”’ probabilise 
le produit cartésien X x X”; ce qui définit par dualité le 
produit tensoriel de deux lois de probabilités — c’est-à- 
dire les «probabilités composées». 


Etc*. 


Séparation 


(2117) 
La probabilisation T' d’un ensemble X sera dite séparée si les éléments 


de T' séparent les points de X; autrement dit si la fonction: 
x [y + y 


est une injection de X dans le groupe des caractères de T°. 


(2.1.8) 


Dans le cas contraire, l’ensemble de ces caractères est un quotient de 
X — où descendent le groupe l' et les T'-lois de probabilités; cette pro- 
babilisation du quotient est séparée. 


Exemple 


(2.1.9) 


Probabilisons l’espace numérique R” avec le groupe T' ds fonctions 
«harmoniques»: 


xmei@*) (wER") 


qui est isomorphe au groupe additif des w. Il est clair que T° sépare les 
points. 


26 A est la C*-algèbre engendrée par l'; elle est évidemment commutative. Son spectre de Gel- 
fand est un espace topologique compact; il existe une application canonique de X sur une partie 
dense de 57 Chaque T'-(loi de probabilité) peut s’interpréter comme une loi de probabilité classi- 
que sur le compact 57 
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(2.1.10) 


Les lois de probabilité classique (dérivées de la topologie de R”) dé- 
finissent bien des l'-lois de probabilité, puisque les fonctions harmoni- 
ques sont continues; elles sont d’ailleurs caractérisées par ce T'-lois: c’est 
le théorème de Bochner ?. 


(2.1.11) 


Mais il existe d’autres ['-lois, par exemple la fonction caractéristique 
d’un sous-groupe fermé: elles s’interprète dans l’espace des x comme loi 
de probabilité équipartie sur le réseau dual; le cas le plus simple étant 
la fonction caractéristique du sous-groupe {0}, qui décrit une probabili- 
té équipartie dans R”. Les objets de ce type sont évidemment interdits 
par le calcul classique des probabilités; mais ils vont nous être utiles. 


2.2 Etats et représentations quantiques 


Etats statistiques et hamiltoniens 


220 

Soit X l’espace des mouvements d’un système; comme nous l’avons 
indiqué dans l’avertissement, nous supposons que X est une variété sym- 
plectique préquantifiée, possédant un groupe générateur S — ce qui per- 
met d'utiliser toutes les constructions et les notations (1.10). En particulier 
l’extension quantique G va jouer un rôle essentiel. 


On peut montrer que toute loi de probabilité classique de X est déter- 
minée par les valeurs moyennes des fonctions expi, H: 


(2.2.2) x 10 


H parcourant l’espace 7 des fonctions hamiltoniennes; elles constituent 
un groupe l'. 


27 On reconnait dans ces fonctions sur l' les «fonctions caractéristiques» au sens de 
Poincaré-Lévy: 


uw [eitx qu(n. 


295 


Par conséquent fout état statistique classique du système est caracté- 
risé par une fonctionnelle y sur l', vérifiant les inégalités (2.1.4). 


Un pseudo-morphisme 


Nous savons (1.10.5) qu’il existe un isomorphisme de l’algèbre de Lie 
4 du groupe G avec ° 


zr H,. 


Le vecteur de Reeb R appartient au centre de & et vérifie exp(2rR)=e; 
il en résulte que exp(Z) ne dépend de la fonction H, que par l’intermé- 
diaire de sa classe additive modulo 2x; c’est-à-dire qu’il existe une ap- 
plication Z:1 — G, caractérisée par la formule: 


229 I(expi, H}) = exp(2) 


Au voisinage de l'élément neutre, I est un difféomorphisme de F sur G 
(ces deux groupes de Lie ont même dimension); Z n’est pas un morphi- 
sme de groupe (T' est commutatif, mais pas G); mais 7 induit un mor- 
phisme sur tout sous-groupe de ' obtenu en choisissant les Z dans une 
sous-algèbre de — sous-groupe que nous dirons «isofrope». 

L’image par Z d’une sous-groupe isotrope est un sous-groupe com- 
mutatif connexe de G. 


Axiomes des états quantiques 


Nous allons définir un nouveau type d’objet mathématique: les éfats 
quantiques. Les états statistiques 4 sont des fonctions complexes défi- 
nies sur le groupe commutatif l', vérifiant les inégalités (2.1.4); définis- 
sons un état quantique M comme une fonction complexe sur le groupe 
non commutatif G # vérifiant le système d’inégalités: 


2 Hypothèses et notations ci-dessus. 
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(2.2.4) m(e)=1 (e: élément neutre) 


(b) 0< Y, CCxm(g, '&) 

jk 
quels que soient les C; dans C et les g; dans G, en nom- 
bre fini arbitraire 


O  |Z GmewpE)|<su| Z Ge”® 
d F 


quels que soient les C; dans C et les Z;€ %, commutant 
deux à deux ” 


Lois de probabilité associées à un état quantique 


Le dernier axiome (c) peut aussi s’écrire, en utilisant l’application J: 


< sup 
xexX 


(2.2.5) D Clme I1(v;) 
Î 


D CX 
ñ 
dès que les y; appartiennent à un même sous-groupe isotrope de l 


il en résulte immédiatement que m . 1 vérifie les axiomes des probabili- 
tés (2.1.4) non pas sur le groupe T' — mais sur fous ses sous-groupes 
isotropes. D’où des lois de probabilité au sens généralisé qui vont servir 
à «interpréter» m. 


(2.2.6) 


Soit par exemple H un hamiltonien quelconque — correspondant à 
un élément Z de l’algèbre de Lie le groupe engendré, de dimension 
1, est évidemment isotrope; la loi de probabilité associée est portée par 
la variété X — mais on sait qu’elle descend sur le quotient séparé asso- 
cié, qui est simplement l’ensemble X = H(X) des valeurs de H; cette por- 
tion de droite K est probabilisée par les fonctions «harmoniques» (2.1.9); 
la loi de probabilité associée s’appellera spectre du hamiltonien H dans 
l’état m. 


2 Les H; sont les fonctions hamiltoniennes correspondant aux Z;. 
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(2.2.7) 


Si K est borné, les fonctions d’essai sont toutes les fonctions conti- 
nues sur la fermeture X de K (théorème de Stone); la loi de probabilité 
est donc une mesure de probabilité classique y supportée par K et calcu- 
lable par: 

e'*! du(w) = m(exp({Z)) VER 


— œo 


ceci quel que soit l’état quantique m. 


(2.2.8) 


On obtient encore un spectre classique y chaque fois que l’état m est 
continu (comme fonction définie sur G) — et ceci quel que soit le hamil- 
tonien H. 


Nous verrons plus loin (2.3.8) un exemple de spectre généralisé (état 
discontinu, hamiltonien non borné). 


Quelques propriétés mathématiques des états quantiques 


On peut établir les propositions suivantes: 


(2.2.9) (a) L’ensemble M des états quantiques de G est une partie 
convexe et faiblement fermée de l’espage B(G) des fonc- 
tions bornées sur G *?. 

(b) Si M n’est pas vide, M possède des points extrémaux — 
et est égal au plus petit convexe faiblement fermé conte- 
nant ces points. 

(c) Il existe une action convexe du groupe générateur S sur 
M, définie par: 


s(m)(g')=m(g "8" 2) 
g désignant un relevé de s dans G. 


(a) montre que toute limite uniforme — ou faible — d'états quanti- 
ques est encore en état quantique. 


30 B(G) est le dual d’un espace de Banach — à savoir l’espace L 1(G) si on munit G de la to- 
pologie discrète; ce qui définit sa topologie faible. 


298 


.(c) montre que les étas quantiques sont des objets classiques — au 
sens de Felix Klein: ils appartiennent à la même S -géométrie que les mou- 
vements classiques. 


(2.2.10) Soit m un état. Alors: 


(a) Il existe un espace de Hilbert H, une représentation uni- 
taire e de G sur H, un vecteur unitaire Q dans H, cycli- 
que pour la représentation, tels que, 


m(g)=(Q, e(&g)Q) pourtout g€eG 
(b) Cette formule définit H, @ et Q à une équivalence unitai- 
re près. 


(c) Quel que soit le vecteur unitaire Y EH («vecteur d'état»), 
la fonction m': 


m'(g)=(Y, o(g) Ÿ) 


est un état quantique. 
Les représentations unitaires de G ainsi construites seront 
dites représentations quantiques. 


(d) Pour que la représentation quantique associée à un état 
quantique mn soit irréductible, il faut et il suffit que mn soit 
extrémal dans le convexe M des états quantiques. 


(e) Soit o une représentation quantique, D un «opérateur den- 
sité», c’est-à-dire un opérateur à trace, positif, de trace 1. 
Alors la formule 


m(g)= Trace(Do(g)) 


définit un état quantique m («état mélangé»). 
Si E est un «opérateur de Gibbs», c’est-à-dire un opéra- 
teur self-adjoint tel qu’il existe 8,€R vérifiant 


Trace(e -E) < 
alors pour tout 8 > Bo, l'opérateur 
: e-fE 


8” Trace (75) 


est un opérateur densité, et définit donc un état quantique 
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ms; la limite de m,°' lorsque 8 tend vers + est l’é- 
| PR 020 | Up KE 

tat quantique m. associé à l’opérateur densité —, II 
r 


désignant le projecteur propre associé à la plus petite va- 
leur propre de E, et r son rang (l’existence de ces objets 
est obligatoire pour les opérateurs de Gibbs). 


(f) Pour que la représentation quantique associée à un état 
quantique m soit continue *, il faut et il suffit que la 
fonction m soit continue au point e; alors à tout hamilto- 
nien H est associé un opérateur self-adjoint À de l’espa- 
ce de Hilbert caractérisé par: 


e(exp({Z))=ei pour tout ER. 


Si le groupe G est compact, ces opérateurs sont bornés, 
et vérifient les relations de commutation de Dirac. 


Combiné avec (2.2.9b), le résultat (d) montre que l’existence d’un seul 
état quantique de G suffit pour qu’il existe une représentation quanti- 
que irréductible sur un espace de Hilbert H. Alors la correspondance 


vecteur d’état — état 


produit une injection du projectif hilbertien PC(H) dans l’ensemble des 
ponts extrémaux du convexe M *; il existe «beaucoup» d’états quan- 
tiques. 

Les états mélangés définis en (e) ont évidemment les propriétés qu’on 
rencontre en sfatistique quantique et en chimie quantique — en particu- 
lier les états de Gibbs et de Hartree-Fock. 

Le résultat (f) permet évidement de faire le lien avec l’une des formu- 
lations habituelles de la mécanique quantique; notamment en utilisant 
la décomposition spectrale des opérateurs self-adjoints. Or notera que 
l’application J (voir 2.2.3) permet de donner à la donner à la définition 
du «quantifié» À d’un hamiltonien H l’écriture suggestive: 


Le 1] (ei) = ei. 


31 Au moins pour la topologie faible. 
32 Au sens de la topologie forte du groupe unitaire de H. 


33 Ceci résulte de (2.2.10b), et du fait que les vecteurs unitaires sont tous cycliques dans le cas 
d’une représentation irréductible. 
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Mais les exemples d’états quantiques discontinus (ci-dessous 2.3.8) in- 
diquent que l’utilisation des «opérateurs hamiltoniens» n’est valable dans 
certain cas. 


2.3 Exemples 


Nous allons examiner rapidement quelques exemples typiques de sy- 
stèmes dynamiques quantifiés par la méthode précédente; avec, dans cha- 
que cas, au moins un exemple d’état quantique — qui suffit à établir 
l’existence d’une représentation quantique irréductible. 


Spin 


(2:3.1) 


Nous avons vu plus haut (1.10.4) que l’espace X des «mouvements 
propres» d’une particule à spin galiléenne est une sphère S?, munie de 
la forme symplectique 


o=s surf 


que la préquantification n’est possible que si p = 25 est un entier — qu’on 
peut choisir positif; elle est unique (à une équivalence près) *. Le grou- 
pe de Galilée et la règle de réduction (1.10.3) définissent un groupe gé- 
nérateur S de X: le groupe SO (3) des rotations. les hamiltoniens associés 
sont les traces sur la sphère des fonctions affines de R°. 


(2.3.2) 


Théorème - Dans tout étant quantique de ce système (2.3.1), le spectre 
du hamiltonien s x, («composante n° k# du spin») est discret, et conte- 
nu dans l’ensemble à p+ 1 éléments: 


[—s, —s+1,... s—1, 5] 


(2.3.3) 


L’extension quantique G peut être construite comme quotient du grou- 
pe U(2) par le sous-groupe discret Z, des racines p-ièmes de l’unité. 


1 
# La variété quantique est une sphère S3 si or. un espace lenticulaire si s > 1. 
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(2.3.4) 
Un état quantique m existe effectivement, à savoir: 
m(uZ,)= lu)? 


Dans ces état, le spectre de s x; est concentré sur la valeur +s («spin 
up»). Le spectre de chacune des deux autres composantes s x; et s x, est 
réparti sur les p+1 valeurs permises suivant la loi de Bernoulli 
symétrique *. 


Ce n’est donc que pour les grandes valeurs du spin que cet état «res- 
semblera» à un état statistique «polarisé verticalement», par suite du ca- 
ractère «pointu» de la loi de Bernoulli («loi des grands nombres»). 


(2.3.5) 


L’action du groupe compact S = SO (3) sur le convexe M des états quan- 
tiques (2.2.9c), la convexité et la compacité de M, montrent que la 
formule: 


m'(g)= moyenne s(m)(g) * 
ses 


définit un nouvel état quantique m'’, manifestement invariant par ro- 
tation. 


Dans cet état, la projection du spin sur une direction quelconque a 
une spectre équiparti sur les p+ 1 valeurs permises. C’est l’état «natu- 
rel» de spin qu’on observe dans l’expérience de Stern et Gerlach à partir 
d’une source non polarisée. 


Uj1 Un , z 0 
35 y= | est une matrice unitaire; Z, est le sous-groupe des matrices ) ; 
Uzy Un z 


1 11e Le 
36 Les probabilités constituent le développement du binôme de Ë + + ; 
1 

37 Le calcul de m’(uZ,) donne pour s= LÉ 

L Trace (u) 

— Trace (u); 

2 

pour s= 1: 


_ [Trace (u?)+ Trace (u)2]. 
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Particule libre relativiste 


(2.3.6) 


Un mouvement classique de la particule est défini par sa ligne d’uni- 
vers, qui est une droite du genre temps. 

Ces droites constituent une variété X de dimension 6, sur laquelle agit 
transitivement le groupe de Poincaré S. A un facteur m près (la masse 
de la particule), il existe une seule structure symplectique sur X qui soit 
invariante par l’action de S — qui devient générateur; la préquantifica- 
tion est unique. 


Dans un référentiel d’inertie donné, un élément s du groupe de Poin- 
caré S pourra s’écrire 


S=(LteNpvs,th) 


L désignant une matrice de Lorentz et e, f, g, h quatre réels; s agit sur 
les coordonnées d’espace-temps f, x, y, z selon la formule: 


(4 
f 
me 
& 
h 


de CS À 
N à 


qui définit la loi de groupe de S. 
Le sous-groupe d’Aristote correspond au cs où la matrice L «ne mé- 
lange pas l’espace et le temps»; elle s’écrit alors: 


1 0 
ÎLE (R: matrice de rotation) 
0 R 


On peut prendre comme base de l’espace des hamiltoniens les 11 fonc- 
tions suivantes: 


(1) — l'énergie E et les trois composantes de l’impulsion D ; ces 
grandeurs sont reliées par la relation: 


E?-p?c?=m°c, E>0; 
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— les trois composantes du vecteur E r, r désignant la po- 
sition de la particule à la date O; 


— les trois composantes du moment cinétique par rapport 
au point origine: 


l =r xp; 
— enfin la fonction constante 1. 


(2.3.7) 


L'extension quantique G est triviale: c’est le produit direct S XT. Un 
élément de G s’écrira donc: 


g=(s, u) (s€S, u€eT). 


(2.3.8) Il existe un état quantique mo, défini par: 


u exp(ime) si s est dans le groupe d’Aristote 
0 dans le autres cas 


mo(g) = | 


il est visiblement invariant par l’action du groupe d’Aristo- 
te, c’est-à-dire par les translations temporelles («éfat station- 
naire») et par les déplacements euclidiens («état homogène 
et isotrope»). Par ailleurs il n’est pas continu. 


On calcule fcilement les spectes des hamiltoniens danc cet état — avec 
les résultats suivants: 


— Les spectres de l’énergie E et des trois composantes de 
D sont simultanément concentrés — sur les valeurs mc?, 
0, 0, 0: 


38 m est la masse, e la translation temporelle qui figure dans (2.3.6). 


#9 Ces quatre hamiltoniens engendrent un sous-groupe isotrope de l' (notations 2.2.2, 2.2.3) 
— associé au groupe abélien des translations d’espace-temps. Leur image décrit une variété de di- 
mension 3 — /’hyperboloïde de masse K d’équation (2.3.7): 
E-p'c?=mct, E>0: 


par conséquent tout état quantique définit une loi de probabilité sur X. Ici, cette loi est concentrée 
en un point. 
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— Les spectres de Ex, Ey, Ez sont équipartis sur la droite 
réelle ; “ 

— Les trois composantes du moment cinétique D ont cha- 
cune un spectre équiparti sur le réseau des multiples en- 
tiers de h. 


Ces équipartitions sur R ou ZA sont bien entendu décrits par le mo- 
dèle probabiliste ci-dessus (voir 2.1.5). 


(2.3.9) 


La description d’un état doué de ces symétries (stationnaire, homo- 
gène et isotrope) au moyen d’une solution de l’équation de Klein-Gordon 


consisterait à choisir: 


D 2 
ŸY(x, }, 2, t)=e 1: 


mais, même en la normalisant, cette fonction refuse d’entrer dans l’e- 
space de Hilbert officiel. 


L’axiomatique des étas quantiques, par contre, donne une légitimité 
mathématique à l’état m,: il existe bien un espace de Hilbert et un re- 
présentation quantique associés. 


Systèmes linéaires 


(2.3.10) 


Considérons un système dynamique linéaire, c’est-à-dire dont la va- 
riété des mouvements X est un espace vectoriel; la forme symplectique 
est invariante par translation. 


40 Par contre ces trois hamiltoniens ne commutent pas, n’appartiennent pas à un même sous- 
groupe isotrope (effet relativiste!); il n’existe pas de loi de probabilité pour la position de la parti- 
cule dans l’espace à un istant donné. De même — et c’est plus connu — pour le moment cinétique 
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Dans ces conditions la préquantification est unique; le groupe des tran- 
slations S est générateur; les hamiltoniens sont les fonctions affines sur 
X — que l’on peut écrire en utilisant la forme symplectique a sous la 
forme: 


H(x)=o(a, x)+b (aeX, bEeR). 


Théorème: 


(2.3.11) Soit m un état quantique. 


— Si m possède un développement à l’ordre 2 au voisinage 
de l’élément neutre de G, le spectre de tout hamiltonien 
est une loi de probabilité classique, possédant un écart- 


type fini A. 
— Alors, quels que soient les hamiltoniens H et H': 
H(x)=0o(a, x)+b, H'(x)=0o(a’, x)+b' 
les écart-type À, A’ de leurs spectres vérifient l’inégalité: 
AA’ >h l|o(a, a')| 
on reconnaît, sous forme précise, les relations d'incertitude de Heisenberg. 


2312 
L’extension quantique G est triviale — ce qui permet de poser: 
g=(N TM NEXS7EE 
le calcul donne la loi de groupe “!: 
x D G';2)=(+x', 27e "7 72) 


23.5) 

On obtient effectivement un état quantique par la procédure suivante: 
l’espace vectoriel X (dont la dimension est paire) peut se munir d’une 
structure hermitienne complexe (,) dont la forme symplectique soit la 
partie imaginaire: 

o(x, y)=1m((X, y)) 
alors la fonction "1: 
m{x, 2) =Z e-xx)/2 


est un état quantique de G. 


41 G est le groupe de Heisenberg-Weyl. 
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Dans cet état m, le spectre d’un hamiltonien H = o(a, x) + b est la me- 
sure gaussienne de centre b et d’écart-type A=||a|l.* 

Un calcul simple montre que l’inégalité d’incertitude de Heisenberg 
peut se réaliser strictement — par un choix convenable de a et a’; m 
est donc ce qu’on appelle un éfat cohérent. 


(2.3.14) 


La représentation quantique associée à m ne dépend pas du choix de 
la structure hermitienne; elle est irréductible; c’est la «représentation de 
Schrüdinger des relations de commutation». 

Mais il existe aussi des états discontinus, qui n’appartiennent donc 
pas à la représentation de Schrôdinger. 


Jean-Marie SOURIAU - Centre de Physique Théorique, CNRS Luminy, Case 
907, 13288 Marseille Cedex 9 - France. 


4 ||all désigne la norme hermitienne: l|all?=(a, a). 


La géométrie des systèmes intégrables 


Pierre van MOERBEKE 


La «méchanique analitique», ce monument qui est le fruit du génie 
de Lagrange est le plus important et le plus remarquable traité de méca- 
nique depuis la publication des «principes» de Newton en 1687. Il a fal- 
lu un siècle de travaux et de découvertes et surtout le génie analytique 
de Lagrange pour élever et unifier l’édifice dont Newton avait posé les 
fondements. Rapidement le jeune Lagrange jouit d’une admiration uni- 
verselle. Selon l’historien secret de la cour de Berlin, Euler avait désigné 
son rival Lagrange comme le seul homme capable de marcher sur sa li- 
gne. Ceci lui valut la nomination de Lagrange par le roi Frédéric de Prusse 
— sur recommandation de l’ Alembert — de Directeur de l’Académie 
pour les sciences physico-mathématiques à Berlin, poste qu’il occupa ju- 
squ’en 1787. C’est l’année où Lagrange vint à Paris, siéger à l’ Acadé- 
mie des Sciences. Pour les aspects historiques et philosophiques de 
l’oeuvre de Lagrange, je renvoie le lecteur entr’autres aux excellents ex- 
posés du Professeur Costabel et du Professeur Taton. 

Tandis que la mécanique de Lagrange constitue le premier travail de 
mécanique écrit dans un souci de rigueur mathématique, l’on retrouve 
dans l’oeuvre de Lagrange les fondements de nombreaux domaines con- 
temporains, comme la géométrie symplectique, le calcul variationnel, la 
dynamique des fluides pour n’en citer que quelques-uns. Je voudrais spé- 
cialement faire allusion à un chapitre dans la section XI (2ème partie) 
de la mécanique de Lagrange, traitant du mouvement des fluides incom- 
pressibles. Après avoir établi les équations générales «du mouvement des 
fluides pesants et homogènes dans des vases ou canaux de figure quel- 
conque», Lagrange les applique au mouvement d’un fluide contenu dans 
un canal peu profond et presque horizontal. Il montre que la propaga- 
tion des ondes à faible amplitude a lieu suivant les mêmes lois que celles 
du son, de sorte que leur vitesse est constante et indépendante de l’é- 
branlement primitif. De plus, il montre que la vitesse est proportionnel- 
le à la racine carrée de la profondeur du fluide lorsqu'il est contenu 
dans un canal qui a la même largeur dans toute son étendue. Je vou- 
drais citer un bref passage de ce chapitre, où Lagrange justifie le passa- 
ge aux équations linéaires: 


«le calcul intégral des équations aux différences partielles est enco- 
re bien éloigné de la perfection nécessaire pour l’intégration d’é- 
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quations aussi compliquées que celle dont il s’agit, et il ne reste d’au- 
tre ressource que de simplifier cett équation par quelques limitations. 

Nous supposerons pour cela que le fluide dans son mouvement 
ne s'élève ni ne s’abaisse au-dessus ou au-dessous du niveau qu’in- 
finiment peu en sorte que les ordonnées z de la surface supérieure 
soient toujours très petites, et qu’outre cela, les vitesses horizonta- 
les p et q soient aussi infiniment petites. 

Ainsi, négligeant dans l’équation proposée les quantités infini- 
ment petites du second ordre et des ordres ultérieurs, c’est-à-dire 
celles qui contiennent les carrés, elle se réduira à cette forme li- 
néaire...». 


Je note au passage ici que Lagrange tente de généraliser les équations 
ainsi obtenues au cas d’une eau profonde; en fait, cette extension fut 
vivement critiquée par Poisson quelques années plus tard dans une note. 

Ainsi que l’explique Lagrange, l’approximation aux petits mouvements 
permet de ramener la problème à une équation linéaire, c’est-à-dire l’é- 
quation d’onde. Mais en fait, il arrive fréquemment que l’amplitude de 
l’onde soit grande, et l’on est alors amené à traiter un problème de pro- 
pagation non-linéaire. L'exemple des ondes à la surface d’une eau peu 
profonde nous pemettra de décrire certains effets non-linéaires qui ne 
deviendront visibles que pour les ondes de grande amplitude. D’après 
la formule de Lagrange, la vitesse de propagation de l’onde dépend de 
la hauteur de l’eau; les crêtes auront donc tendance à se propager plus 
vite que les creux. Ceci implique que les ondes changeront donc de for- 
me au cours de leur propagation; c’est-à-dire elles auront tendance à être 
plus abruptes en avant et plus étalées en arrière. 

Sans que de telles ondes à grande amplitude furent jamais observées 
explicitement avant 1834, c’est Scott Russel qui dans un canal de halage 
écossais observa en août de cette année qu’une grande ondulation — pro- 
duite par le brusque arrêt d’un bateau — pouvait se propager sur de lon- 
gues distances, sans altérer ni sa forme, ni sa vitesse; il appelle une telle 
onde: onde solitaire ou soliton. Cette ondulation est tout entière en sail- 
lie au-dessus du niveau de l’eau sur laquelle elle chemine, ce qui la di- 
stingue des ondes oscillatoires, où chaque saillie est suivie d’un creux; 
par ailleurs, les ondes oscillatoires se déplacent en groupe et se succè- 
dent à intervalles réguliers. 

Le passage dans l’oeuvre de Lagrange que je viens de citer, montre 
qu’il a effleuré la question des ondes solitaires, sans toutefois poursui- 
vre le problème, sans doute faute d’observations expérimentales. 

Boussinesq donna en 1877, dans son monumental essai sur la théorie 
des eaux courantes, un traitement analytique de la forme de l’onde et, 
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en 1885, St Venant dégage avec élégance les résultats déjà contenus dans 
Boussinesq. Ils en donnent l’interprétation que nous connaissons aujour- 
d’hui: les ondes solitaires résultent de l’équilibre entre la non-linearité 
qui tend à donner au profil de l’onde un caractère plus abrupt et la di- 
spersion qui tend à étaler ce profil. 

Finalement, en 1885, Korteweg et de Vries ont écrit une équation plus 
simple que celle de Boussinesq, qui décrit les ondes cheminant dans une 
direction seulement: 


3 
op où 


A ee 

de plus ils ont fourni la forme exacte des ondes solitaires, le terme du 
troisième ordre dans l’équation rend compte de la dispersion, tandis que 
gdg/àx est le terme non linéaire qui tend à produire une onde de choc. 
Hélas, c’est aussi avec Korteweg et de Vries que l’onde solitaire tombe 
dans l’oubli pour réapparaître sur la scéne, il y a vingt ans. 

La découverte fondamentale fut que les énergies propres des ondes 
solitaires de l’équation de Korteweg-de Vries, non seulement sont con- 
servées — même à l’issue de plusieurs collisions —, mais qu’elles corre- 
spondent aux niveaux d’énergie de l’équation de Schrôdinger 


(d?/dx?+ q{x, t)) = —-\. 


La découverte de ce lien par Kruskal et collaborateurs [47], influença 
de nombreux domaines, des mathématiques à la technologie en passant 
par la physique et la biologie. Permettez-moi d’en citer trois applica- 
tions récentes. 

Dans les télécommunications, des signaux lumineux ultra-courts en- 
voyés dans certaines fibres optiques faites d’un matériau bien précis, peu- 
vent voyager sur de longues distances, sans s’allonger ni s’atténuer. 

Autre exemple: la construction — encore au stade expérimental — 
de mémoires à temps de commutation ultra-rapide et à faible consom- 
mation d’énergie est basée sur le mouvement de tourbillons magnétiques 
dans la jonction diélectrique qui sépare deux supraconducteurs. 

Un dernier exemple: la théorie des solitons pourrait permettre d’élu- 
cider, au niveau moléculaire, le mécanisme de la contraction des mu- 
scles striés. Dans les chaînes de peptides et d'hydrogène des protéines, 
les solitons naissent du mariage de la dispersion due aux vibrations intra- 
peptides et de la non-linearité due à l’interaction de ces vibrations avec 
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les déplacements de groupes peptides autour de leur position d’équili- 
bre. Pour un exposé d’introduction sur les solitons d’un point de vue 
physique, voir Libchaber et Toulouse [30]. 

C’est cette renaissance de 1968, qui donna lieu à un foisonnement d’i- 
dées nouvelles, en théorie des groupes, en géométrie algébrique et diffé- 
rentielle et en théorie spectrale; ces domaines ont à leur tour influencé 
la mécanique rationnelle d’aujourd’hui et en particulier tout ce qui se 
rapporte à la complète intégrabilité des systèmes Hamiltoniens, domaine 
qui préoccupait déjà Lagrange. Inversement, ces développements de la 
mécanique ont alimenté d’autres domaines des mathématiques et ils on 
fait leur preuve dans la résolution de quelques problèmes ouverts. 

J’ai l'intention, dans cet exposé, de développer quelques-unes des gran- 
des lignes qui sous-tendent les progrès mathématiques de la théorie des 
solitons et les questions de complète intégrabilité des systèmes Hamil- 
toniens. 


Table des matières 


1. L’équation de Korteweg-de Vries comme flot sur une orbite (opte. 

2. L'identité trisécante de Fay et l’équation KdV. 

3. Les Grassmanniennes, l’équation KdV et le Theta-diviseur. 

4. La complétion des variétés invariantes (affines) et la structure des so- 
lutions de Laurent des systèmes intégrables. 

5. Un arbre cohérent de solutions de Laurent pour l’équation KdV - Le 
théorème de Riemann-Kempf. 

6. Décomposition d’algèbres de Lie et systèmes intégrables. 

7. Les algèbres de Lie et les réseaux de Toda. 

8. La géométrie des tores associés aux réseaux de Toda périodiques, les 
diagrammes de Dynkin et les singularités des diviseurs. 

9. Le réseau de Toda, la décomposition de Poincaré-Birkhoff des groupes 
de lacets et les variétés de drapeaux. 


1. L’équation de Kortweg-de Vries comme flot sur une orbite coadjointe 


Une généralisation de la théorie de Kostant-Kirillov sur les algèbres 
de Lie de dimension finie à certaines algèbres de dimension infinie, con- 
duit de façon naturelle à l’équation KdV. L'origine de cette approche 
est due à Gel’fand, Dickey [17] et Lax [29]; elle fut développée ultérieu- 
rement par Adler [1], Lebedev et Manin [32]. Le lecteur pourra trouver 
un exposé très clair sur cette question dans Mumford [38]; exposé que 
nous suivons ici. 
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Soit Ç;° l’espace des fonctions infiniment différentiables sur R à sup- 
port compact; nous considérons les espaces vectoriels d'opérateurs dif- 
férentiels et pseudo-différentiels 


d 
CIDI= | LE a,()D",a,() es, d>0 entier quelconque] 


n=0 


d 
C°{D} = | » a,()D",a,( es, d >0 entier quelconque] 


n= —œ 


L'espace € [D] est muni d’une structure d’anneau, induite par l’opé- 
ration élémentaire 


Def=f-D+Ÿ, 
dx 


qui s’étend à € {D} par la règle 


Libres 


df 
Ditof=fDe- D °+ 
hi dx dx? 


L'ensemble 

G=f{/+a D"'+a D ?+..)CcC [ID] 
constitue un groupe, dont 

g={aD"'+a D ?+... 


est l’algèbre de Lie, le crochet étant le commutateur [ , |. Nous avons 
l'inclusion CS [D] C g*, car un opérateur différentiel 


X=aD°+a, D'+a,D?+...eC5]D] 
agit linéairement sur 


Y=D"'b)+D ?b,+D *b;+...6€g, 
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grâce au pairing 
L- 2 


(X, Y}= (coefficient de D_! dans Xo Y)dx= | Ea,(x) b,(0 dx; 


— œ R 
ce pairing et l’action adjointe 

ady(X)=[X, YI, X, YEg, 
permettent de définir une action co-adjointe 

ad$:CS [DI] - [D], Yeg 
définie par la règle habituelle 

(ad, (À), Y:)= —(X, ad;,(Y;)) = r(4.[Y Pl} 0h, EE 

En fait, on calcule que 

adÿ(X)=[X, Y], 
où + désigne la projection @S {D} —- CS [D], qui consiste à ne garder 


que la partie différentielle. 
Considérons les fonctions complexes sur CS [D] 


d œ 
er: CE [D]-C: ++ a, D" POULE a) dx, 


n=0 Fi 
où P est une fonction &* ne dépendant que d’un nombre fini de déri- 


vées af”). Nous avons que de,(X)Eg, où de,(X) est défini par le 
pairing: 


d 
el eP(X+eY)=(Y, dpp(X)). 


Alors le champ de vecteurs 


Ve@p(X) = [X, dep(X)], 
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se définit sur CS [D] C g*, tandis que le crochet de Poisson ! 


{Ep Poix = [are [dep, deol)-\d4x 


satisfait à l’identité de Jacobi et à la relation 


[Ver Veol Fe Vip, eo) ° 


Ceci étend la forme symplectique définie par Kostant et Kirillov pour 
les algèbres de Lie de dimension finie aux algèbres de dimension infinie. 
Appliquons ces opérations à la variété 


M={D°+q, qe) 


où Çj° est l’espace des fonctions C® sur R tendant rapidement vers 0 
à l’infini; considérons les fonctions 


H.= D?+ n+1/2). q 
n EU g)"" ‘)-,dx 


définies sur M. Grâce à la relation 


2 +a 7). =(n+1/2)((D°+9)"*"?) 


l’on montre que 
(H, H,) =0, 


et donc les champs de vecteurs 


= Va,lnt+9= —1D°+q,((D°+9)"*"?),] (1.1) 


l Ea,(MD")_,=a (©. 
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commutent. Ceci donne en particulier les équations 


ôq ô 
Pr Valn+4S Fe (translation) 


ot 

ôq À sg 
2Q prpipeee HE 
He ol a 
ôq 15. 0g 5.04 
A . 
2, HO One DRE 


Ceci montre que l’équation KdV apparaît de façon très naturelle com- 
me un flot Hamiltonien sur une orbite coadjointe. La forme de l’équa- 
tion (1.1) montre que l’équation de Korteweg-de Vries est une déformation 
isospectrale de l’opérateur D°?+q, ce qui établit le lien avec la théorie 
de la diffusion (scattering) pour cet opérateur. 

Lorsque nous considérons l’anneau des fonctions réelles périodiques 
(&*) sur R, la théorie fait appel à la théorie de Floquet (spectre pério- 
dique) pour l’opérateur D?+ g (McKean, van Moerbeke [34]). Pour une 
classe «dense» de conditions initiales, la solution de l’équation KdV évolue 
sur des jacobiennes? de courbes hyperelliptiques, dont la genre dépend 
de cette condition initiale; la définition de jacobienne sera donnée au 
chapitre suivant. Ces jacobiennes constituent donc les variétés invarian- 
tes du système et la fonction q peut être considérée comme une fonction 
méromorphe sur ces jacobiennes. Lorsque les conditions initiales sont 
des fonctions périodiques de type général, les variétés invariantes sont 
des «tores complexes de genre infini», jacobiennes de «courbes hyperel- 
liptiques de genre infini»! Ensuite CS des fonctions sur R, s’annulant 
suffisamment rapidement à l’infini peut être considéré comme des limi- 
tes de fonctions périodiques. McKean et Ercolani [12] ont montré que 
plusieurs notions et relations de la théorie de la diffusion s’inscrivent 
dans le cadre de la théorie des courbes hyperelliptiques en prenant des 
limites convenables. Pour conclure, l’équation KdV entre très naturel- 


2 La definition d’une jacobienne de courbe sera donnée au chapitre suivant. 
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lement dans le cadre des courbes hyperelliptiques; le chapitre suivant ne 
fait que renforcer ce point de vue. 


2. L'identité trisécante de Fay et l’équation KdV 


Soit X une courbe algébrique de genre g; soient @,, …, CA. PER 2 À 
une base de cycles d’homologie sur X et w,, …, w, une base normalisée 
de différentielles holomorphes sur X, c’est-à-dire w;(a;)=ô;. À chaque 
courbe X, on associe une variété Jacobienne J(X); celle-ci est définie 
comme un tore complexe algébrique C£#/réseau (ZX, +… +ZX,). Les 
vecteurs” À, = (w,(4,), …, w,(a,)) €C£ et X,,,= (w1(b,), …, «,(b,))'€ 
€C®, pour 1 < a  g, forment les colonnes d’une matrice A=(J, Z), ap- 
pelée matrice de périodes, où Z est la matrice identité et Z une matrice 
(complexe) symétrique, dont la partie imaginaire est positive. La fonc- 
tion 0(z) de Riemann est une fonction holomorphe paire sur C£ définie 
par les conditions 


0(2+X,)=0(2) et 0(Z+X,,,)=e "7e TiZanf (2), 


L’involution z+- —z sur C£ induit une involution 7 sur J(X); alors 
variété de Kummer(X) = K(X) = J(X)/7. 


Selon un théorème de Lefschetz, une base quelconque de l’espace vec- 
toriel L(36)= {fonctions méromorphes sur J(X) admettant un pôle 
triple“ sur ©) induit un plongement lisse de J(X) dans l’espace projec- 
tif PNY, où N=3£- 1. Considérons maintenant l’application 


pe JXN-P# pe Go), .…., f_1(p)), 


où les ; constituent une base de L(20) au lieu de L(30); l’image de 
J(X) par + est la variété de Kummer KX(X). 
J. Fay [13] a montré que les fonctions 4 provenant de courbes algébri- 


‘ w;(a,) = | &;. 


* Au pire. 
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ques satisfont à une équation quadratique 


m[a)ee [at [ae (a 


c+d 
= 00 (a+ | à) 8(2), 


a+b 


contrairement aux fonctions 0 de variétés abéliennes générales, qui ne 
satisfont pas à de telles identités. Ces identités admettent une interpre- 
tation en termes de K(X) C P?-!: pour tout a, b, c, d les trois points 


( 1 a) ( 1 |à) ( 1 |) 

PT © |}; PI o }; PE o }; 

2 a+b 2 b+d 2 a+d 

sont colinéaires dans P?-!; c’est-à-dire les variétés de Kummer ont une 


œ* de trisécantes. L'identité de Fay implique aussi que l’intersection 


0 N (6 +) du theta-diviseur © et d’un translaté © + admet deux com- 
b 


posantes, si u est de la forme u = | w. 
a 

Le corollaire le plus remarquable est le suivant: Laissant tendre b, 

c, d vers a selon trois directions x, y, { et après quelques renormalisa- 

tions, l’identité de Fay conduit à l’équation de Kadomtsev-Petviashvili 


du, du du:e du êu 
—+—|—+—+u— | =0. 
OpaxX.lt on ox 


Lorsque la courbe X est hyperelliptique, la coordonnée f peut être choi- 
sie telle que 7(f)= —f en terme de l’involution hyperelliptique 7. Alors 
l’identité de Fay conduit à l’équation KdV 


ôu d°u êu 
— + — +u— =0. 

ôt ôx° ôx 

D’autres équations, comme les équations de Sine-Gordon et Schrôdin- 
ger non-linéaires peuvent être obtenues par des méthodes analogues (voir 
Mumford [38] et Previato [41]). Il existe une relation entre les formes 
bilinéaires de Hirota, la fonction de Baker-Akhiezer et l’identité trisé- 
cante de Fay; voir Ercolani, McKean [50] et Adler, van Moerbeke [7]. 
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3. Les Grassmanniennes, l’équation KdV et le Theta-diviseur 


Dans ce chapitre nous montrons que les diverses solutions de l’équa- 
tion KdV font partie d’un cadre plus large, décrit dans les travaux de 
Pressley, Segal et Wilson [40, 43], basés sur ceux de Krichever [27] et 
| Sato [42]. Sur le cercle S', considérons l’espace des fonctions comple- 
xes L?(S!, C), ainsi que le sous-espace linéaire H* C L?(S', C) des 
fonctions S!, qui sont limites de fonctions holomorphes sur le disque 
{[z| < 1}, c’est-à-dire les coefficients de Fourier de fonctions de H* ne 
font intervenir que des puissances non-négatives. La décomposition 
F— Po F1)" où F2) =?) + z/, (2?) établit un isomorphisme 


| LS, C)#L/(68),609. 


Donc chaque sous-espace W de L?(S',C) peut être considéré comme 
| sous-espace W C L?(S!,C) ou comme sous-espace W C L?(S!,C?). En 
particulier, 


nnesien-( (5) (0) 


Considérons maintenant la Grassmannienne Gr 


WC L’(S', C) sous-espaces linéaires fermés ayant 

les deux propriétés suivantes: 

1)2WCcW 

GR= / 2°) la projection orthogonale p: W— H* est un 

opérateur de Fredholm d’indice zéro, c.à.d., 
dim (ker p) — dim (coker p) =0 

3°) la projection orthogonale p: W— H° est un 
opérateur compact. 


Ainsi nous exprimons que les plans W et H* sont très semblables. Le 
groupe des lacets 


b 
G= [w= QURRERD | , determinant = 1, a, b, c, d:S'->C ses 
c() dG) 


agit sur L?(S', C?) de la façon suivante: 
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it à Jo Jo 
:L?(S', C)- L?(S!, C): 
die LES CRE bé "(): 


Donc à w € G on peut associer un plan W=wA, € L?(S', C?) de Gr; in- 
versement, à chaque plan W de Gr on associe un lacet we G, construit 
en choisissant judicieusement deux vecteurs de base w, et w, du quo- 
tient W/z?W qui conduisent à une matrice w=(w,, w)€ G; alors 
W=wH.. Essentiellement, nous avons que 

Gr= l'orbite de H* sous l’action de G 


et donc 
Gus. + $ 
Gr= FL où PC G est le groupe d’isotropie de H,. 


Le lien avec l’équation KdV est le suivant: 


(1) il existe une fonction unique Y(x, f; z)€ W, appelée fonction de Baker- 
Akhiezer, ayant la forme asymptotique 


VX, t; z)=exp(xz+ 12 +...)(1+0(z 7!) 


pour x, f3,.… fixés. 


(2) il existe des opérateurs différentiels (linéaires) uniques L et P,,,, de 
la forme 


L=0?+q(x D P,,1=097*1+.. 
tels que 
Ly=7"y 


dy 
Or 


= Py+1V; 


la fonction g(x, f) est solution de l’équation KdV. 
Donc les points de Gr déterminent la solution de l’équation KdV; or 
un sous-espace linéaire WC L?(S!, C) peut être décrit par ses coordon- 
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nées de Plücker. La solution de l’équation KdV peut être exprimée donc 
par 


2 


a=2 log 7, 


dx? 


où 7, est le déterminant de la projection orthogonale e-“*W— H,. En 
fait 7, est une combinaison linéaire infinie de fonctions de Schur, dont 
les coefficients sont des coordonnées de Plücker. Notons au passage que 
la solution g explose, lorsque 7, s’annule, c’est-à-dire lorsque 
CCS WMHSÆ0: 

Une application des idées ci-dessus conduit aux solutions rationnel- 
les de l’éqution KdV, trouvées par Adler-Moser [2] et Airault-McKean- 
Moser [9]. Considérons la famille de plans (choisissons à pair) 


W)=e! 4 z=2 pee gi, ze, gôr2 z1+3 a € Gr, 


paramétrée par les variables z,, f:, .. qui apparaissent dans l’exponen- 
tielle 


œ 


3 2d-1 : 
(3.1) mere ar) Sr D Le hmx. 
1 


Par rapport à l’autre représentation pour 
L z cosht z”+2cosht z%-2cosht 
Wa = d-1.: L d+1.: ARR d—3 ,’ 
7 SIN LT ZA IAE 7 "SIN AT 
z{cosht z*!sinAt z*?cosht 
z4-!sinAt}” | zcosht }” \z4*'sinht | ‘|? 
nous avons que 


sa d+1 
ÿ z z “cosht zg‘*Isinhf 
W@/72W@ à 
| | ee z{cosht ] 


et donc le plan W{ est caractérisé par l’élément 
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aneoshf 12 74lsinh 
FAT CA z{cosht es 
tel que 
w.A, = Wi9 
Considérons maintenant les décompositions suivantes pour w,, dont 


la seconde est suggérée par le fait que l’on peut choisir une nouvelle ba- 
se dans W{): 


cosht  zsinht\ fz 4 O0 ou, 
W,= : 
UOUz-lsinht cosht (abat 4 F 


(decomposition (1) en cellules) 


= b_r’z2//21 b. eG_T’ Z2l/21 G. 
(decomposition (II) en strata) 


où 


la matrice b, (respectivement b_) est une matrice SZ, de séries de Tay- 
lor (respectivement purement Laurent), telle que 


1 * 
lue , 
zT œ OI 
Donc chaque stratum est paramétré par une matrice du type 


mlz2/21 KO, 1 et »=1,.…., d, 


qui appartient au groupe de Weyl affine, associé au groupe de lacets G. 
Nous avons aussi que 


W@ = b_ r'72l/2 b, À, 


_ b” r'72l/2 À, à 
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Donc b, ne reflète que le changement de base dans À, et b_x”z2/”/2 
détermine le plan W{? dans L°(S', C). 
Nous associons au plan W{% la solution de l’équation KdV 


De “6 
log Ta(X, [ER ls, ) , lt = la 


d 
, t)=2 
qa(x, t) Le 


où 


ha-2 + hg-4 has 

Ta= det ; : : æ= det H, 
0 h;, h; 
0 1 h; 


les h; dépendent des f; par le biais de la formule (3.1). Ceci sont les so- 
lutions rationnelles de KdV issues de la condition initiale 


d | d(d+1 
ee log 7;(x, 0, …., 0)= A, 


M 22100 
ce qui établit une correspondance 


+ cellule G,z7G.. 


[le solutions KdV issues de —— 
< 


La décomposition (II) en strata rend compte des sous-variétés où 7, 
et ses dérivées successives s’annulent. Ainsi on peut montrer l’équiva- 
lence des variétés suivantes: 
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Wa, = {ry= PE Ti; 0) G= 154) 
= [arran=0 k=0,.…., tr 
1 
HE /ARE 0, 0, 2? ) 1) 


= fru=0, v 7 red) si » est impair 
v+l , , ; 
= frane Hj= dAEEET, si rest impair (»=1,...,d); 


v—1 


Y est la matrice de toutes les dérivées partielles en #, .…, {4 ju- 


squ’à l’ordre (»v—1)/2. La variété W,_, peut être considérée comme le 
O-diviseur de la jacobienne généralisée de la courbe hyperelliptique (dé- 
générée) y?=x?24*! de genre d. Les W,_, sont les images dans la jaco- 
bienne des diviseurs d’ordre d— » par l’application d’Abel (voir Gunning 
[51]). Au voisinage de chacune de ces variétés W,_,, la solution g de 
l'équation KdV se comporte de la façon que voici: 


d? +1 
—— log 7x, fs, ….) = », PAGE cran pour (Xo» fa.) € W_,. 
dx (x —Xo) 


Nous avons la correspondance suivante entre les sous-variétés W,_, et 
les strata: 


(sous-variété W,_,) —— stratum G_ r’z°l”1G,. 
d 


Pour les détails et développements ultérieurs, consultez Adler-van Moer- 
beke [7]. 


4. La complétion des variétés invariantes (affines) des systèmes 
intégrables et la structure des solutions de Painlevé 


A partir du chapitre précédent, nous voyons que les variétés invariantes 
de l'équation KdV, découpées par les constantes du mouvement sont des 
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jacobiennes hyperelliptiques ou jacobiennes «généralisées», à un theta 
diviseur près. Ceci conduit à la notion générale de système intégrable 
algébrique, que nous définissons ici pour des systèmes de dimension finie. 

Ouvrons une brève paranthèse: une variété abélienne est définie comme 
un quotient 7 #=(C#/réseau), le réseau étant défini par les colonnes 
Às +, M de la matrice A des périodes; dans des coordonnées convena- 
bles, À a la forme 


ô 


| 
| 
| Z 
À = , | ,ImZ>0, 
| 
| 


è 


& 


où 1m Z est la partie imaginaire de Z et où les entiers 1 < 6, < 6, < … 
< à, sont tels que 6; divise &,,,. Les nombres 6, sont intrinsèques et dé- 
finissent la «polarisation». Lorsque ô, =ô, =... =ô,= 1, nous dirons que 
T® est principalement polarisé; les jacobiennes de courbes sont des 
exemples de variétés abéliennes principalement polarisés; voir Griffiths 
& Harris [20]. 

Un diviseur D sur une variété algébrique est une sous-variété de T®£ 
de codimension 1; deux diviseurs m,D, et m,D,(m;€eZ, > 0) sont /i- 
néairement équivalents (m, D, — m,D;) s’il existe une fonction méro- 
morphe sur la variété algébrique ayant un zéro de multiplicité m, le long 
de D, et un pôle de multiplicité m, le long de D,. Les fonctions 8 (c’est- 
à-dire les sections du fibré associé au diviseur D) sont des fonctions ho- 
lomorphes satisfaisant à la condition: 


0(+X)=0() et 0(+X,,.)=e 7e Tip (7), 


Un système hamiltonien Z=J 9H/z est dit complètement intégra- 
ble lorsqu’il admet, en plus des fonctions de Casimir H,,..., H, (les 
fonctions définissant les feuilles symplectiques), des invariants H4,,,.…., 
Hy+m en involution ({H;, H;}=0) en nombre égal à la moitié de la di- 
mension des feuilles symplectiques. Un tel système sera dit a/gébrique- 
ment intégrable lorsque les invariants sont polynomiaux et lorsque les 
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k+m 
variétés invariantes (affines) (= MN {H;= c;} sont des parties affines 
1 
de variétés abéliennes (tores complexes algébriques) ou variétés abélien- 
nes généralisées, c’est-à-dire 


@,=T"\D 


où D est un diviseur de 7”. On demande également que les variables 
z; soient des fonctions méromorphes sur 7” et que les solutions des 
équations z= J 8 H;/8z soient des flots rectilignes sur 7”. 

Les solutions de Laurent de tels systèmes algébriquement intégrables 
reflète en détail la structure du diviseur (appelé diviseur de Painlevé ou 
diviseur à l'infini) que l’on adjoint à la variété G,, pour former une va- 
riété abèlienne. De façon plus précise: 


Théorème 4.1 [8]. Tout système algébriquement intégrable, dont les to- 
res invariants n’admettent pas de courbes elliptiques, admet un arbre 
cohérent de solutions de Laurent. 


Définition [8]. Un arbre cohérent de solutions de Laurent z(f, p) de 
z= J 0H/8z réfère à l’existence d’une ou plusieurs familles de solutions 
de Laurent D{), D{”), D{, …., (/=n-1, n-2,..…, n—m) dépen- 
dant de / paramètres libres notés p; les solutions de Laurens génériques 
D{"-1, D{"'-1, .….; (appelées les balances principales) forment des cel- 
lules qui se juxtaposent et dont les parois sont de nouvelles cellules 
D{"-?, Df'-?, ...; à leur tour ces cellules ont des parois, qui sont des 
solutions de RTE D{f"-?, Df-,.…., etc. . On exige que chaque 
D{(/<n-—1) (soit la paroi d’au OSUN | DIS +; de plus, si D) 
est une paroi appartenant à plusieurs D{ | existe une transforma- 
tion birationnelle des variables telle qu qà prenant la limite selon 
D{”*), l’on trouve de façon univoque le développement D!” quelque 
soit j. 


Fe Lan DE? D£5 
K 7 R 7 
nf? DEA 
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Ces développements réduits aux variétés invariantes G,, forment un 
arbre cohérent lorsqu’il satisfont, en plus des exigences ci-dessus, a quel- 
ques conditions techniques supplémentaires, décrites dans [8]. Il y a ici 
un certain abus de notation car D{”? réfère tant à une famille de solu- 
tions de Laurent, qu’à la variété sous-jacente qui paramètrise ces solu- 
tions. Il existe une réciproque partielle au théorème 1: 


Théorème 4.2 [8]. Si un système admet k+ m invariants polynomiaux 
en involution et s’il admet un arbre cohérent de solutions de Laurent, 
le système est algébriquement intégrable. 


5. Un arbre cohérent de solutions de Laurent pour l’équation KdV. 
Le théorème de Riemann-Kempf 


Nous appliquons les idées du $ 4 à l’équation KdV. L’arbre cohérent 
de ses solutions de Laurent reflète la structure détaillée du diviseur à l’in- 
fini. Or comme l’équation KdV possède des solutions qui se linéarisent 
sur des jacobiennes hyperelliptiques, le diviseur à l’infini, dont il est que- 
stion, est le theta-diviseur de la jacobienne hyperelliptique. Ces solutions 
sont également des solutions d’un système d’équations différentielles allié 
au système dit de Neumann. 

Considérons la courbe hyperelliptique, définie par l’équation 


n=fQ)=X8t1+.. 


et le développement 


eQ')= [DE = 14e 4e +, À / oo, 


Si les expressions 


qadx, m- | g'dx; --: 


+ œ 


Le 


*. 


— œ 


sont les constantes du mouvement de l’équation KdV, alors les solutions 
liées aux jacobiennes hyperelliptiques satisfont à la propriété remarqua- 
ble que voici: les produits des séries infinies (6/ôq est la dérivée de 
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Fréchet et D est la dérivée par rapport à x): 


+ HAE HN 4 DC + + ?+...) 


À QE + UNE + UNE 2 +. + U,) æ XEUQ) 


D (HE HN HN +.) (+ +) ?+...) 
q 


= EVA 4 NE 2 +...+V,) = À EVO) 


fournissent des polynômes U et V, tels que 
U divise f— V 

le quotient etant un polynôme de la forme 
WO) = XT'+WXE+...+W, . 

Donc les polynômes U, V et W satisfant à la relation 
f-V'=UW. 


Dans ces variables, l’équation KdV peut être exprimée comme la paire 
de Lax 


(5.0) AN = jao), À BEN #2. 
où 
VO _ UO 
AN = : 
ï e - sa 


En fait, nous avons le théorème suivant 


Théorème 5.1 (Mumford [38]). Soient X une courbe hyperelliptique 
w?=f(\) de genre g (degré f=2g+1) et J(X) sa jacobienne; alors la 
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partie affine J(X)\O est paramétrée de la façon suivante 
J(X)\8 = {polynômes (U, V, W) tels que f- V?-UW=0)}, 
où U, V'et W sont des polynômes de la forme ci-dessus. 


Donc les 2g+1 relations polynomials P,(U;, V, W;)=0 entre les 
3g+1 variables U, V, W, où 


28 
R-V?-UW= E PAU, V, WyX°, 


a=0 


décrivent la partie affine J(X)\9. Le champ de vecteurs translation 
(dg/dt=0q/0x), qui commute avec l’équation KdV, peut s’écrire 
(= d/di) 


UN = VO 
Ê 1 
(5.1) VO= SI WO+A-Ui+ FUI 


WO= -A-U:+W) VO ; 


il conserve les relations polynomiales P,(U;, V;, W,) et est obtenu à 
partir de (5.0) en laissant tendre u / . En fait il existe g— 1 autres 
champs de vecteurs qui commutent non seulement avec le premier, mais 
aussi entre eux. Les équations (5.1) forment un système algébriquement 
intégrable (voir P. Vanhaecke [46]); les variétés invariantes (affines) se 
compactifient en adjoignant un diviseur ©, le tout formant une jaco- 
bienne de courbe hyperelliptique. Il est intéressant de remarquer que le 
système (5.1) est homogène en attribuant les poids suivants aux variables 


variables), DU ARE DEP ee Eau Mieer.t (Wa 
poids An N°16 uk 2g+1 2 4 2g+2 
Alors 


degré P,=2(2g+1-a) a=2g,…., 0. 
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Pour trouver les solutions de Laurent des équations différentielles (5.1), 
il est naturel de considérer les solutions dont les pôles ont même ordre 
que les poids (voir Adler-van Moerbeke [7]): 


U,=t"A(U0 + UV r+ ….) 
V,=t Ci D(yO + pDr+..) 
W,=t-0i+2(W0 + Ww0r+4..). 


A l’issue d’un calcul, on trouve un arbre cohérent — particulièrement 
simple — de g familles de solutions de Laurent 


DE- 
Î 
DE? 
1 


1 
DO ; 


la solution D® depend de 2g+k+ 1 paramètres libres. Ces solutions de 
Laurent peuvent être décrites très simplement: 


DE U,= -2s(s+1)1 +... =, £ 


U,=6(5-1)s(s+1)(5+2)17?+... 


U, = entier x (25)! 1 -#+... 


paramètre 
(TETE a À Da 
libre 


U, 


paramètre 
Re = | | De 


libre 


Ceci montre en outre que la solution de Laurent D(, dépendant du 
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nombre minimum 2g+ 1 de paramètres (s=£g) et figurant donc au bas 
de l’arbre, a des pôles d’ordre égal au degré de la variable correspon- 
dante; de plus chacun des (2g + 1) paramètres libres figure (pour la pre- 
mière fois) à un niveau fourni par le degré de P,,; ceci implique que sur 
la jacobienne, cette solution correspond à exactement une trajectoire. 

Cet état de choses reflète précisément la structure fine du theta-diviseur 
6 sur la jacobienne. En effet, avec Mumford, nous définissons 
(r=involution hyperelliptique) 


Ss 
Div®(X) = + Pi P,€X tels que p;,<œ pour tout ) 
FEV et p;,< T(p;) pour tout i £j 


Nous avons la bijection suivante 
Div®(X) + J(X)\0. 


Définissons de proche en proche les sous-variétés W* (de dimension #) 
de 0: 


E\Div£-!= W£-27 Divs-? 
We-A\Dive-2= W£-37 Divs-? 


We-3\Divs-$= W8-47 Dive-{ 


etcr.. 


Proposition. Z/ existe une bijection entre l’ensemble des solutions 
D@-% et Div£-‘(X), s=1,...,g—1. 


Plus exactement, les balances principales DE paramétrisent la cellu- 
le principale Div®-(X) du theta-diviseur ©, sauf pour la paroi W®£”?, 
le long duquel le flot est tangent (tangence double) au diviseur 9. En- 
suite la solution suivante D? paramétrise la cellule principale 
Div&-2(X) de W£”2, sauf pour la sous-variété W®£-Ÿ, le long duquel le 
diviseur © est singulier, etc. Finalement la famille de solutions de Lau- 
rent D paramétrise la courbe hyperelliptique X C J(X), excepté le 
point à l'infini de X; la trajectoire passant par ce point est donnée par 
la solution de Laurent D. 
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6. Décomposition d’algèbres de Lie et systèmes intégrables 


Dans cette section, nous exposons un théorème, qui, dans sa forme 
définitive, est dû à Adler, Kostant et Symes [1, 25, 45] et basé sur les 
travaux de Gel’fand-Dickey [17] pour l’équation KdV et van Moerbeke 
[35] pour le réseau de Toda. Voir aussi Goodman & Wallach [18], Adler- 
van Moerbeke [4] et Kamalin-Perelomov [24]. 


Théorème 6.1. Soit g une algèbre de Lie admettant une décomposition 
d’espace vectoriel g =k + s en sous-algèbres de Lie k, s € g. Soit (,) 
un pairing non-dégénéré et ad-invariant, induisant une décomposition 
g=kt+st et des isomorphismes g = g*, k*= s*, s1= k*. Soient G, 
K et 8 les groupes associés aux algèbres de Lie g, k et s; considérons 
donc, quand cela est possible, la décomposition-produit dans le groupe: 


g=ms(g)mx(g), 8€ G. 
Considérons un élément fixé € € g ayant la propriété 

eég:le RICR! et Ke s1C5* 
ainsi que l’ensemble des fonctions 

p€l(g) = {les fonctions Ad* = Ad-invariantes sur g* =g). 
Alors les fonctions 

p(e+E)h où £ek* 


commutent par rapport à la structure symplectique de s* =k*; les flots 
hamiltoniens associés sont exprimés en termes des paires de Lax: 


(6.1) (+8) =le+£, nm, Vo(e+E)]= -[e+6, 7, Ve(e+6)]. 


Pour une donnée initiale e+ &,, le système (6.1) possède une solution 
pouvant être exprimée de deux façon différentes 


(6.2) (e+E)()=Adr4(e+ &o) = Ads-14)(e+ Éo), 


où 
K(f) = rxexpt Vo(e+E), S(f)= rsexpt Vo(e+ Ë). 


En termes d’une représentation particulière 
(6.3) S(t)=F(0) F(#)"! 


où F(f) est la matrice, dont les colonnes sont les vecteurs propres de la 
matrice e+ £(t). 
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7. Les algèbres de Lie et les résaux de Toda 


Considérons une algèbre de Lie semi-simple g et un automorphisme 
externe” » tel que »”=J. On montre que m=1, 2 où 3 sont les seules 
possibilités. L'opérateur » a comme valeurs propres e/, 0<i<m-—I1, 
où € est une racine primitive de l’unité; appelons donc g; l’espace pro- 
pre » associé à la valeur propre e’. A chaque algèbre de Lie simple g et 
à chaque automorphisme externe » tel que »”’= 1, on associe une algè- 
bre de dimension infinie, dite algèbre de Kac-Moody, définie de la fa- 
çon suivante 


£=L(g, v)= @ NE dass 
jeZ 


où h est une indéterminée. La classification, tant des algèbres semi-simples 
(de dimension finie), que celle de Kac-Moody sont bien connues; en ef- 
fet, leurs racines simples a; sont détérminées par la condition 


2(@;, dj) 


€{0,—1,-2,...) pour 1<i#j< (+1) 
(a, @;) 


(7.1) Ay= 


(/+1= dimension de l’algèbre de Cartan). 


Alors la matrice À =(4;;); <;; < 1 appartient à une liste bien connue 
de matrices de Cartan. Dans le cas fini-dimensionnel, À est une matrice 
inversible, tandis que dans le cas infini-dimensionnel, À est de rang /. 
Voici la liste complète des algèbres simples et des algèbres de Kac-Moody: 


algèbres simples: 
ay; b,, C?, d,, Ces C7» Cgs Fe 2 


algèbres de Kac-Moody: 


al 1 1 1 1 (1) 1 1 À 
bed due Fer, () 


a? (2) (2) (2) (3) 
4/» RATE A 7-1 C6 » di 


Pour les détails, veuillez consulter Helgason [22] ou Kac [23]. 


$ Un automorphisme «externe» est un automorphisme qui n’est pas donné par une conjugaison. 
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Passons maintenant au réseau de Toda: c’est un réseau de particules, 
de masses égales, reliées par des ressorts à force de rappel exponentielle. 
Le mouvement de ces particules est gouverné par 


(7.2) U=—, Ù=—-—, 


l’hamiltonien étant 


1 £+1 L+r f+1 
(7.3) He + v?+ », ex | >; 20) 
1 ei ai 


où æ est une matrice (/+1)x(/+1) de rang / où “+1; dorénavant 
a; désigne la k-ième ligne de «. Lorsque le rang de a est /, tout sous- 
système est indépendant, et 


+1 £+1 


(7.4) à pja;=0, où p;#0 et )% P; #0. 
1 


1 
La transformation 
(7.5) x;= —exp(au), y=v, 1<i</+1 


transforme les équations (7.2) en 
É+1 


(7.6) X=x;(o y}, y= > X;d;, Dr. PER 
1 


Dans [3], nous avons montré le théorème suivant: 


Théorème 7.1 [3]. Le système hamiltonien (7.2) (où (7.6) est algébri- 
quement intégrable, si et seulement si la matrice 


2 (@;, a) 


(a, dj) 


ap | Jieis<ei 


est une matrice de Cartan: 
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1. lorsque rang a= /:A est la matrice de Cartan d’une algèbre de 
Kac-Moody. 

2. lorsque rang «= /+1:A est la matrice de Cartan d’une algèbre semi- 
simple. 


La méthode de démonstration est la suivante: l’existence de balances 
principales (dépendant de 2 “+1 paramètres libres) force la condition 
(7.1) en utilisant la théorème 1 du $ 4. Inversement, tout système de To- 
da dont les interactions «; proviennent d’algèbres semi-simples ou d’al- 
gèbres de Kac-Moody est algébriquement intégrable. Ceci se démontre 
de deux façons différentes, soit par les algèbres de Lie (Théorème énon- 
cé au $ 6), soit par l’existence d’un arbre cohérent de solutions de Pain- 
levé (Théorèmes 1 et 2 du $ 4). 


Remarque: dans le cas rang «= /, les surfaces invariantes ne se com- 
plètent pas en variétés abéliennes (compactes) au sens strict, mais en va- 
riétés abéliennes généraliséees (non-compactes). Ces dernières sont des 
variétés non compactes qui possèdent encore une loi d’addition algébri- 
que; ce sont des limites de variétés abéliennes, lorsqu’une ou périodes 
tendent vers l’infini. 


Ceci est la raison pour laquelle nous allons poursuivre l’étude du cas 
rang a= /, qui, du point de vue de certains aspects, s’avère plus sim- 
ple. Par ailleurs, la plupart des résultats s’étendent au cas du rang 
a= +1. En effet, les résultats jouissent d’une extrême robustesse sous 
l’opération de limites. 

Nous montrons ci-dessous la complète intégrabilité du réseau de To- 
da (rang «= /)) à l’aide du théorème au $ 6. Considérons la décompo- 
sition de l’algèbre de Kac-Moody L(g, ») 


L(g, v)= © L; IF L,] Clin 
jeZ 


L,=h=la sous-algèbre de Cartan 


L,;,= ® Ce, Il=/fracines simples positives @) 
+ae€ll 


L,&+n= Le Lil; 


e, sont les vecteurs-racines correspondant aux racines simples &€lII. 
Considéron l’élément 
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e= Le, (qui satisfait à [e,k]CkR: et [e,s]Cs*) 
œell 


et dans l’esprit du théorème 6.1, considérons la décomposition g=k+s 


bm SA: sm ii, 


i>0 i<0 


kt= CL, Su Li 


i20 i<0 


En vertu du théorème 6.1 les fonctions #€(g) conduisent à des flots 
hamiltoniens commutants 


(7.7) (+8) =[e+£, m Vo(e+E)]= —-[e+£, x, Vo(e+E)], £ek*, 


où 


£e ÿ1 LE k#: 


i=0 
Le cas m= 1 conduit immédiatement aux réseaux de Toda périodiques 


l+1 
(7.8) X;=x;(o, }}, }= dE x il, Z4#1, (] 
1 


associés aux racines simples @,, …, &,,, (dépendantes) des algèbres de 
Kac-Moody. Pour les algèbres de Lie semi-simples (de dimension finie), 
la formule est également valable; dans ce cas nous avons / racines 
@,.…, @ indépendantes. 

Pour L(a, ,1)= a°, les quantités €, £, … apparaissant dans (7.7) ont 
la forme 


Yi x ( 
1 X2 O 
1 
etË= Ar: = X 
O ces X/ 


LP 1 V1 
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e09= 7 TX) = Ep Ex 


|: O 
0 X 
Tr, VeE(e+E)=7Tr.(X) = = ÿ 
O 0 ue 
hx,.; 0 


et donc les équations du mouvement sont données par la paire de Lax, 
dépendante du paramètre h: 


(7.9) SE 460 à À 


8. La géométrie des tores associés aux réseaux de Toda périodiques, les 
singularités des diviseurs et les diagrammes de Dynkin 


Les solutions de Laurent des réseaux de Toda périodiques (rang «= #), 
ainsi que les tores qui complètent les variétés invariantes ont une inter- 
prétation élégante en termes de la structure sous-jacente des algèbres de 
je; 

La forme (7.5) des équations de Toda suggère l’introduction de nou- 
velles variables 


LA 


JA 
X; == Von, @i) Xi et p'=(a, y). 


Si nous omettons le prime et nous modifions les indices, nous obtenons 
les équations différentielles (p est le vecteur d’entiers tel que pA =0), 


4 
(8.1) X=XY, i= 2 An TO A 


j=0 
où x, yER‘*!, (p, y)=0, 


où À est la matrice de Cartan étendue et a, la racine que l’on adjoint 
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aux racines @, …, & de go pour former le diagramme de Dynkin de 
L(g, »), c’est-à-dire a, est une des trois expressions suivantes: 


- (la plus haute racine longue de go) 
= { - (la plus haute racine courte de go) 
- 2 (la plus haute racine courte de b>) 


vd 
Le système (8.1) possède une fonction de Casimir II x, définis- 


sant des feuilles symplectiques de dimension 2 /. Le système possède en 
outre /invariants polynomiaux en involution, qui déterminent des va- 
riétés invariantes de dimension /; on démontre que ces variétés se com- 
plètent en tores complexes 7” (variétés abéliennes) par l’adjonction de 
{+1 diviseurs, un diviseur par racine simple. En effet, pour voir cela, 
l’on démontre qu’il existe /+ 1 balances principales D +", .., D‘°+9 
(dépendant donc de 2 + 1 paramètres), dont les restrictions De N 
N T ‘aux tores sont les diviseurs en question. Plus précisément, nous 


avons que 
22/+1 —] 
Dee fee 0) 1, 


et ces diviseurs se rapportent les uns aux autres, grâce à la relation d’é- 
quivalence linéaire (voir $ 4) 


n;D,; — n;p;:Do = 7 


où n; est le plus petit entier tel que n;,; € AÀ,; ), est le poids correspon- 
dant à la racine a;, c’est-à-dire satisfaisant à 2 (X,, &;)/(a;, &;) =ûô;; et À, 
est le réseau des racines. L’équivalence linéaire ci-dessus reflète l’existence 
d’une fonction méromorphe sur 7” ayant un pôle d’ordre n; le long de 
D, et un zéro d’ordre n;p; le long de D,. 

On peut fournir une formule générale pour toutes les solutions de Lau- 
rent de (8.1), y compris les solutions génériques: pour chaque choix A’ 
de r racines dans A ={œ, …, æ-), il existe une famille, à 2/+1-—/|A| 
paramètres, de solutions de Laurent, telle que 
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ñ, + O(t?) pour a € A’ | 


x. (0) =1 À ; 
@ | b,t”Cesa+2(1 +0 1+O(t?)) pour a é A’ 


— (203, a) +c,t+O(t?)) pour a é A’ 


(8-2) y ,()=t"! | —2+O(f) pour a € A’ | 


(où », pacs=0) 


aéA’ 
où l’élément ‘ 
2e; = E (racines positives engendrées par À’) 


admet une représentation en termes des racines simples à € À’: 


20: = à ñ,@;, 


ae A’ 


donnant lieu aux entiers ?,, qui figurent dans les développements (8.2). 
Pour chaque A’ =/{«}, nous avons une balance principale, c’est-à-dire 
dépendant de 2 / paramètres: 


(hotes pour B=a 
X8 = 


bet “+... pour B#a 
(8.3) 


Ye=t"!(-As+ct+.…) avec c,=0. 


A chaque ensemble A’ contenant / des /+ 1 racines, il correspond 
une solution de Laurent qui dépend du nombre minimal de paramètres 
(c’est-à-dire / +1). La forme générale des solutions (8.2) est due à Fla- 
schka & Zeng [16]. 

Tous ces développements forment un arbre cohérent de solutions de 
Laurent du système de Toda, qui imite fidèlement le diagramme de 
Dynkin. 


6 La racine duale à, est définie comme à, = 2a;/(a), aj) et l'élément 20, est également carac- 
térisé par la condition que (o,, «;)=1 pour tout j € J 
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En effet, à chacun des /+ 1 points A du diagramme de Dynkin, il cor- 
respond un diviseur D, sur la variété abélienne 7”; D, est para- 
métré par les solutions générique (8.3). En outre, à chaque choix de r 
points A’ C A (sous-diagramme de Dynkin) est associée l’intersection 


A D, des diviseurs correspondants; or la nature de cette intersection 
œeA'’ 

est complètement déterminée par le sous-diagramme A’. Nous avons le 
théorème suivant: 


Théorème 8. À chaque diagramme de Dynkin complété, formé des raci- 
nes oo. …, @,, est associée une variété abélienne T‘, et à chaque raci- 
ne o« un diviseur D, C T°, satisfaisant aux relations: 


la multiplicité d’intersection des D,, & € A’ 
péent| Mara 
le long de chaque composante de ( JD}.  det (As) 


œ€eA’ 


où A, et |W,.| sont respectivement la matrice de Cartan et l’ordre du 
groupe de Weyl W,, de l’algèbre de Lie engendrée par les racines de A’. 
De plus, pour chaque a € A 


Pa | W'asuo | 


(le nombre de composantes de D;) = 
N Po [Wal 


B<@ 


Enfin toutes les variétés abéliennes T” sont principalement polarisées 


sauf pour les algèbres g®, c®, f{ et g{° dont la polarisation (voir $ 4) 


est donnée par la table 


algèbre diagramme de Dynkin polarisation 
LD. “Go @ ar à dl 12 
œ z 
«) > — .… A — À" 
(P2Æ Co OO Œ  Qy-2 Qi 7 (1,2,...,2,2) 
@) à D € 
4 o d; (02) da; 4 (1,1,2,2) 
& — >. 


g2 : Ao O1 (1,3) 
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Donc après omission de la racine æ,, le nombre de racines dans le dia- 
gramme au-delà de la flèche indique le nombre de 2 ou 3 figurant dans 
la polarisation, selon que la flèche a deux ou trois barres. Chaque sous- 
diagramme de Dynkin correspond à un type de singularité. Dans le cas 
Æ=2, nous avons la correspondance suivante: 


a a Q b 92 
. . —— > à =: 
diagramme D, D, D, D, D, D, D, D, 
D. 1 y=X D, y=X D, y=+x 
à \ ' \ (l \ ! 
! si / A / SS / ae / 
singularité D, TT De D, D TS 
( \ 
D, D, 
IW]|= 4 3! 8 12 
det 43 4 3 2 1 
multiplicité 
d’intersection 1 2 + 12 
de D,, D, 
Table 1 


Exemple 1: Pour a, le système de Toda 


XX) Ji 2Xi Xi Xi » 


0O<i<?, p=(1,…, 1}, £y=0 


2 
OÙ xX_,=X, et x, ,,=X, possède un Casimir Ï I x;et / invariants 


polynomiaux de degrés 2, …, /+1. Lorsque /=2, lé diagramme de Dyn- 
kin donne lieu à trois diviseurs (courbes hyperelliptiques de genre 2) 
Dy Di, D, C T°, se touchant en un point selon la configuration dans 
la table 2; ceci résulte immédiatement du théorème 8 et de la table 1. 
Donc la surface invariante se complète en une surface jacobienne moye- 
nant l’adjonction de cette configuration. 
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"sens" 


3D; = 3D, = 3D, 


.polar.: (1,1) 


1 1 
i 2 
2D,=2D; 
D,= D; 
polar.: (1,2) 


œ 2 
D, = 2D, 
D;= Ds 
polar.: (1,3) 


af 
Pl 2, 2 
EE 
pi 1 1/2 
C7 a; @ 
D, = D, 
2D,= D, 
polar.: (1,1) 


D; = 2 
2D;=2D;, 
polar.: (1,1) 


1 2 
1 2 3: 
Co œi Le) 
D, = 2D, 
D, = 3D, 


polar.: (1,1) 


g=genre > genre de la version lisse. 


Table 2 
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Exemple 2: pour g{”, le système de Toda 


i=0, 1,2, 


2 
p=(1, 2, c) A Le piyi=0 
0 


est algébriquement intégrable, ayant — à part le Casimir x,x2x; — deux 
invariant de degrés 2 et 6. La configuration des diviseurs est donnée dans 
le table 2 et elle resulte du théorème 8 et de la table 1: en effet p=(1, 


2, 3)et 


(le nombre de composantes de D,N D,)= + | 


1 
(le nombre de composantes de D, N D}? W. 
g 


2 _lW,} 


(le nombre de composantes de D," D,)=—- 
1 | à 1 @« | 


Donc ici les surfaces invariantes se complètent en surfaces abéliennes 
de polarisation (1,3) moyennant l’adjonction du diviseur D,+D, +D,. 
Nous avons l’équivalence linéaire suivante 


D, Se 2D,, D, gs D, . 


Pour plus de détails sur la relation avec les singularités et la géomé- 
trie des tores, voir Adler-van Moerbeke [6]. 
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9. Le réseau de Toda, la décomposition de Poincaré-Birkhoff des groupes 
de lacets et une variété de drapeaux 


La paire de Lax (7.9) du réseau de Toda pour l’algèbre de Kac-Moody 
aŸ est une déformation isospectrale de la matrice X, (nous supposons 


que II, TX, < 0). Il s’en suit que la courbe spectrale 


é +1 
(9.1) C:det(X,-z1)= II xh+h=!-P(2)=0 


u 


est indépendante du temps (degré P(z)= +1). La courbe C est hype- 
relliptique et de genre /; le diviseur des zéros et pôles de À a la forme 


(H)=-(/+DP+(/+D0Q, 


où P et © sont les deux points au-dessus de z= œ. Dans la jacobienne 
J de C, nous avons que (/+1)(P—Q)= 0. Le système est algébrique- 
ment intégrable: les variétés invariantes définies par les constantes du 
mouvement H; se complètent en variétés abéliennes en adjoignant / +1 
diviseur; plus précisément 


Je= (N (H=c)u Y (@+kP-0), 
k=0 


0 = 


où © est le lieu des zéros de la fonction © de Riemann. En normalisant 
les vecterus propres f=(f;, …, f,.,1) de X,f=2f tels que f,,,= h, les 
composantes f, peuvent être considérées comme fonctions rationelles 
fx =$,(, h) sur la courbe C; leurs pôles et zéros satisfont à l’inégalité 
(voir [49]) 


"4 

O2 GD>-Y p-kP+kQ, 
1 

où 


(9.3) >, pie Je\ Y (O+k(P-0Q)). 
1 


k=0 


Vice-versa, tout diviseur de / points sur J,, satisfaint à la condition 
(9.3) définit des fonctions f, satisfaisant à la condition (9.2). A leur 
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tour, les fonctions /, définissent un drapeau périodique de la façon sui- 
vante. Considérons un petit cercle S! autour de P tracé sur la surface de 
Riemann C. Nous définissons le drapeau de plans ... > W,2 W,,:2 
> …, KE Z dans LAS VC): 


restriction au cercle S! 


fermeture Z, 
des fonctions 4, ex … | 


*« 


ne fermeture L 
restriction au cercle S! : 


des fonctions méromorphes sur c 
= ayant des pôles simples en p;, 
des pôles quelconques en P et 
des zéros d’ordre > k en Q 


De façon évidente, nous avons que AW,=W,,4,,. Dans la suite, nous 
montrons comment associer un lacet à un tel drapeau périodique. 
La matrice 
exp(tX,(0)eH=L?(S',GL(/+1))}, h=e"es 
définit donc un lacet et admet une décomposition de Birkhoff 


(9.4) e 0 =S, (1) K,(t)ESK 


en un poduit de matrices S() de séries de Laurent en À (sans partie Tay- 
lor) et matrices X(r) de séries de Taylor en h, telles que 


lim S,({) = 


ho 


Nous calculons S,(f) selon la recette (6.3). En effet, 


S,@)=F, 0) "F0 , 
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où F,(t) est la matrice des vecteurs propres (lignes) correspondant aux 
{+1 valeurs propres 2, ..…., Zz-41, Solutions de l’équation caractéristi- 
que (9.1). Au voisinage de PEC, considérons le changement de variable 
holomorphe 


z=ct+oi?+.…. C, 0, St © 
transformant l’équation de la courbe (9.1) en l’équation 4=S ” *!. Ex- 


primée en termes des nouvelles variables h et S, la matrice F;(f) a la for- 
me suivante: (e=racine ( / +1)-ième de 1) 


Ji, x) .…. fr 41h, x) 
F,()= ; : 


A PL ED 


FRE) ONE tn nt de ER) 
fe ÀGeS  … fait, et) 


EE); A, ef) … Ju e"#) 


1 ra di 
1 va ne fi) ses ji #2 #10) 
ét TS. Je 10) … Jos +10) 


où les , sont définis par la décomposition 
RE DE REINE L ET TolE du À 


Donc 
S()=F;(0) 7! F,(t)=É,(0) 7 Z 'ZÉ,(h)=É, (0) 7" É, (0) 


345 


et on vérifie que 


V4 -d 
L pie Je\ D (O+4k(P-Q) — lim Sy(t)=limÉ(0) Ft) 


k=0 


De plus, en laissant tendre le diviseur vers un quelconque des translatés 
du diviseur theta 


7 

D m€0+k(P-Q) = lim F() mr d: 
: ho 
ul 0 1 


OÙ 74,441 Est la matrice qui permute les k-ième et h + 1-ième colonnes. 
C’est-à-dire les points génériques de 6 + k(P — Q) correspondent à des 
strates différents du stratum principal pour la décomposition de Birk- 
hoff (9.2). Enfin, les matrices X, du problème spectral initial, réécrit 
dans une base convenable, admettent une limite lorsque ant tend vers 
un quelconque des translatés @ + k(P — Q). La limite est une matrice 


tridiagonale sauf pour un bloc à la k-ième place, qui cesse d’être tridia- 
gonal. Les paramètres dans ce bloc sont ceux fournis par des solutions 
de Laurent (8.2) des équations de Toda. Le contenu de cette section pro- 
vient de [48]. 
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4. Paris 1796-1798: Les recherches sur la statique 
4.1. Le contexte 


Le mémoire de Fourier sur la statique est bien connu pour les démon- 
strations du principe des vitesses virtuelles qu’il contient!®, Il faisait en 
fait parti d’une trilogie sur ce sujet comprenant le mémoire de Fourier, 
celui de Lagrange et un autre par de Prony'?. Comme le dit monsieur 
Costabel, cette floraison de mémoire souligne le contexte d’«intense ac- 
tivité qui anime, dès le premières années, les maîtres et répétiteurs de 
l’Ecole Polytechnique pour constituer la Mécanique comme science ra- 
tionnelle et monnayer, au service de la formation des futurs ingénieurs, 
le contenu de la Mécanique Analytique de Lagrange (1788)»2. La pre- 
mière référence à ces discussions vient de Prony. Dans la dernière leçon 
de son cours d’analyse appliquée à la mécanique, cours qui devrait être 
le cours qu’il donna à l’École Polytechnique de mars à octobre 1795 mais 
dont cette trentième et dernière leçon ne fut publiée qu’en octobre 
179721, Prony y souligne un «développement instructif» de Fourier à 
propos du critère de minimalité d’une fonction algébrique à plusieurs 
variables, critère donné par Lagrange dans sa Mécanique analytique (Livre 
I, section III). 

Le mémoire de Fourier ne porte pas uniquement sur le principe des 
vitesses virtuelles. Il contient un certain nombre de considérations (sec- 
tion IV) sur la stabilité d’un système et plus particulièrement sur les vi- 
brations d’un tel système près du point d’équilibre. C’est dans ce cadre 
que Fourier fait lui-même allusion aux réflexions mentionnées par Pro- 
ny. Il est assez remarquable de constater que Lagrange dans la deuxiè- 
me édition de sa Mécanique analytique apporte, parmi d’autres 
modifications, des compléments sur les thèmes abordés par Fourier, à 
savoir la preuve du principe des vitesses virtuelles (Livre I), une discus- 
sion sur les propriétés de l’équilibre, relatives aux maxima et minima 
(Livre I, section III), et une étude sur les oscillations très petites des corps 


ISFourier, J., 1798, Mémoire sur la statique, contenant la démonstration du principes des vi- 
tesses virtuelles, et la théorie des moments, Journal de l’École polytechnique, cahier 5, pp. 20 à 
60, Oeuvres, II, pp. 475 à 521. 

19 Lagrange, J. L., 1798, Sur le principe des vitesses virtuelles, Journal de l’École polytechni- 
que, cahier 5, pp. 115 à 118, Oeuvres, VII, pp. 317 à 321, de Prony, G.R., 1798. Sur le principe 
des vitesses virtuelles et la décomposition des mouvements circulaires, Zbid., pp. 191 à 208. 

20 Costabel, P., 1972, Fourier et le Principe des vitesses virtuelles, Sciences, t. III, n. 4, p. 295. 


21 Voir la note 17. 


113 


(Livre II, section VI). Ces deux dernières questions rejoignent les inté- 
rêts antérieurs de Fourier par le fait de leurs relations avec la théorie 
des équations et plus particulièrement la distinction de la nature réelle 
ou imaginaire des racines”. 

On perçoit, par ces quelques recoupements, l’intensité des échanges 
qui eurent alors lieu à l’École polytechnique. Si Lagrange semble avoir 
profité de ceux-ci, puisqu'il a modifié en conséquence son célèbre trai- 
té, que dire de Fourier? 


4.2. La mécanique: un premier pas vers la physique mathématique. 


La publication du mémoire de 1798 marque pour Fourier non seule- 
ment une première en ce qu’elle constitue sa première publication, mais 
aussi en ce qu’elle indique une première percée vers la mathématisation 
des phénomènes physiques. Dans ce sens, ce mémoire occupe une place 
importante d’autant plus qu’on y retrouve déjà des réflexions qui refe- 
ront surface dans ses célèbres mémoires sur la propagation de la cha- 
leur. Ainsi, son positivisme dans l’approche à suivre s’y manifeste déjà: 
«L’ignorance où nous sommes de la constitution intérieure de la matiè- 
re ne permet guère de juger clairement de cette action réciproque des 
ponts physiques, qui conserve les distances et protége en quelque sorte, 
contre toute action étrangère, la forme particulière du composé» ($ 16), 
d’où résulte pour lui l’obligation de passer par des modèles purement 
mécaniques comme celui des leviers ou celui des pendules”. De même, 
lorsque Fourier étudie les oscillations d’un système dans le voisinnage 
de l’équilibre, il dit que «les petites oscillations des corps se composent 
d’oscillations simples qui s’accomplissent en même temps sans se nui- 
re» ($ 30). Ce thème de l’indépendance des mouvements revient dans 
la théorie de la chaleur lorsqu’après avoir obtenu une solution générale 
sous forme d’une série trigonométrique, il considère chaque terme de 
la série comme l’expression d’un mouvement autonome, indépendant 
des autres. Ne dit-il pas, «.. les circonstances du mouvement déter- 


2 De Prony, G.R., 1794-1796, cahier 4, p. 567. Lagrange, J.L., Mécanique Analytique, se- 
conde édition, Tome I, Livre II, section VI, paragraphes 7 et 8. 

2 Lagrange, dans la deuxième édition de 1811, mentionne aussi le modèle des pendules. (Li- 
vre II, section VI, paragraphes 4 et 11). 

24 Fourier considérait l’indépendance des mouvements de la chaleur comme un acquis impor- 
tant de sa théorie. Ainsi, dans un article de vulgarisation comme le «Mémoire sur les témperatures 
du globe terrestre» (Mém. Ac. Roy. Sc., t. VII, 1827, pp. 570 à 604, Oeuvres, t. II, pp. 92 à 125), 
il revient à plusieurs reprises là-dessus (Oeuvres, t. II, pp. 102 et 122-123) en relation avec la dy- 
namique. 
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miné par ces procédés (modèle du mouvement simultané des plusieurs 
pendules) n’ont jamais lieu, quelque voisin que le corps soit de l’équili- 
bre: elles conviennent à ce mouvement régulier dont les agitations du 
corps approcheront d’autant plus que les impulsions primitives seront 
plus petites, Ainsi la figure représentée par les résultats du calcul n’a 
qu’une existence abstraite et ne peut jamais être celle du corps qui oscil- 
le. Cette remarque donne la solution des difficultés qu’on a proposées 
sur la figure des cordes vibrante» ($ 38). Cette réflexion doit être rap- 
prochée de la conception mongienne, que nos retrouvons ultérieurement 
chez Fourier, d’une courbe représentée par une série infinie comme une 
enveloppe des sommes partielles”. Elle donne l’impression qu’avant 
même de rencontrer le problème, Fourier avait résolu la question de la 
representabilité d’une fonction arbitraire par une série infinie. 


5. Conclusion 


Fourier aurait reproché à Abel et Jacobi le purisme de leurs préoccu- 
pations mathématiques*, Il fait peu de doute qu’il ait pensé de même 
des travaux de Lagrange sur la résolution des équations. Par contre, ce 
sentiment ne saurait impliquer les travaux de mécanique. Nous avons 
voulu dans cette note souligner que vouloir chercher une influence de 
Lagrange sur Fourier oblige à dépasser le cadre de la résolution numéri- 
que des équations et à passer par ce point de contact ponctuel qu’en ap- 
parence que fut la mécanique. Aussi faut-il souhaiter qu’un étude des 
travaux inédits?’ de Fourier en mécanique soit bientôt entreprise. 


Louis CHARBONNEAU - Département de mathématiques et d'informatique, 
Université du Québec à Montréal, C.P. 8888, Succ. A, Montréal, Qc, H3C 3P8 - 
CANADA. 


2% Dahan, A., 1982, J. Fourier: L'élaboration de la théorie analytique de la chaleur, Sciences 
et techniques en perspective, année 1981-1982, vol. 1, Université de Nantes, p. 7.1 à 7.41, voir la 
section 3c. 

26 Merz, J.T., 1904-1912, À History of European Scientific Thought in the Nineteeth Centu- 
ry, Londres, réimp. Dover, 1965, vol. 2, p. 657, n. 1. 

27 B.N. f.fr. 22520. Tout ce volume de manuscrits est consacré à la mécanique. 


Lagrange et Condorcet 


Christine PHILI 


M. Taton a évoqué avant hier la lien entre Lagrange et Condorcet. 
Qu'il nous soit permis de signaler et de préciser cette «influence biu- 
nivoque». 

Condorcet! a essayé, à sa manière d’enrichir les recherches sur l’A- 
nalyse Infinitésimale. Dans son traité du calcul inédit? et inachevé’, pré- 
senté à l’Académie des Sciences de Paris entre 1778 et 1782, il lance le 
terme «fonction analytique. Plus précisement, nous trouvons à la page 
1 du manuscrit: «L’oeuvre se sera divisée en cinq parties, dans la pri- 
mière, je traiterai de la nature des fonctions analytiques“, de leur dif- 
férentiation, de la manière de les réduire en séries, de la formation des 
équations». Tandis que la première partie de ce traité inédit a comme 
titre: «Des fonctions analytiques» et sa première section «de la forma- 
tion des fonctions analytiques». 

Mais que signifie pour l’auteur le terme «fonction analytique»? «Je 
suppose, que j’aie un certain nombre des quantités x, y, z..… F et que 
pour chaque valeur déterminée de x, y, z.. F ont une ou plusieurs va- 
leurs déterminées qui y répondent, je dis que F est une fonction de 


1 Marie-Jean Antoine Nicolas Caritat, marquis de Condorcet (1743-1794) fut secrétaire per- 
pétuel de l’Académie des Sciences de Paris, et homme d’Etat. Doué d’un esprit polyvalent, Con- 
dorcet ne limita pas ses recherches au domaine des sciences mathématiques. Ses recherches historiques, 
ainsi que ses remarques sur l’histoire de la pensée humaine, présentent un très grand intérêt. Cf. 
S.F. Lacroix «Notice historique sur la vie et les ouvrages de Condorcet» dans Magasin Encyclopé- 
dique, t. VI. Paris 1813 pp. 54-77. 


2 Ala Bibliothèque de l’Institut de France, nous avons eu l’occasion d’étudier ce manuscrit 
en trois volumes. (M.S.S. 877-879). 


3 Il faudrait surtout éviter de confondre son Traité du calcul intégral publié à Paris en 1765, 
avec son Traité inédit et inachevé. Il existe quelques feuilles imprimés jusqu’à la page 152. Ce fu- 
rent probablement d’une part les événements politiques et d’autre part la mort prématuré de Con- 
dorcet, qui empêchèrent l’achévement de l’impression du traité. 

# «Les fonctions analytiques ne sont pour Condorcet, qu’une partie des fonctions de l’analy- 
se mathématique. les fonctions analytiques au sens de Condorcet correspondent aux fonctions 
explicites de Liouville». Ch. Gilain, Condorcet et le calcul intégral. Science à l’époque de la Révo- 
lution française. Recherches Historiques. Paris Blanchard. 1988, p. 46, p. 40. 
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X, J, Z,…. ainsi par example, si F=x+y+z, F'=x+logy+ 
+logz, F"=Vx+y*"+log(x+2?), F, F', F" seront des fonctions’. 
Enfin, si je sais que lorsque x, y, z, seront déterminées, F le sera aussi, 
quand même je ne connoîtrois ni la manière d’exprimer F en x, y, z ni 
la forme de l’équation entre F et x, y, z, je saurais que F est une fonc- 
tion de x, y, z°. Une notion de correspondance se distinque bien nette- 
ment dans cette définition’ alors que l’adjectif «analytique» est 
conforme au cadre lancé par l'Encyclopédie (cf. l’article Analyse). 

Pour Condorcet, l’expression «fonctions analytiques» désignait des 
fonctions d’une nature arbitraire. Nous ne devons pas passer sous silen- 
ce la différence qui apparaît entre le concept lagrangien de «fonction 
analytique» et celui de Condorcet. Condorcet dans son traité inédit en- 
visage des fonctions définies analytiquement par une formule ou par une 
équation. Lagrange dans sa Théorie des fonctions analytiques considè- 
re des fonctions définies par des équations «dérivées»? c.a.d. par des 
équations différentielles. De plus nous devons signaler que «contraire- 
ment à Condorcet, Lagrange ne définie pas deux classes de fonctions: 
les fonctions analytiques et les autres; pour lui, … il n’y a pas en Analy- 
se pure de fonction non-analytique»!°. 

Condorcet distinque trois espèces des fonctions: 


«i) des fonctions dont la forme est donnée 
ii) des fonctions qui ne sont déterminées que par une équation F et les 
quantités dont elle est fonction. 


$ P. ex. les expressions obtenues par l’exponentation, les fonctions logarithmiques etc. sont 
des fonctions analytiques. De plus Condorcet souligne que l’on pourrait former une infinité d’au- 
tres fonctions «qui naîtraient de la solution d’équations exponentielles plus compliquées, comme 
serait la fonction F donnée par l’équation eF+Vx+F + ax =0». Traité inédit p. 8. Gilain remar- 
que que l’ensemble de toutes ces fonctions correspond à l’ensemble des fonctions «finies explicites 
ou implicites de Liouville» op. cit. p. 47; cf. J. Liouville: «Mémoire sur les Transcendantes Ellipti- 
ques de première et de seconde espèces, considérées comme fonctions de leur amplitude «J.E.P. 
23° Cahier 1834 pp. 37-83. 

6 Condorcet: Traité inédit, p. 2. 

7 A.P. Youcshkevitch: La notion de fonction chez Condorcet. Scientific, Historical and Poli- 
tical Essays in Honor of Dirk Struik. Dordecht Holland, Boston U.S.A. 1974 pp. 134-135. 

8 Idem. 

9 A partir de l’article 54, Lagrange ne considère plus les fonctions dérivées comme instruments 
de la formation des séries: «mais ces fonctions, considérées en elles-mêmes, offrent un nouveau 
système d’opérations algèbriques, et fournissent des transformations qui sont d’un usage immense 
dans toute l’analyse» Théorie des fonctions analytiques. Ière éd. 1797, p. 50. 


10 Ch. Gilain, op. cit., p. 80. 
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iii) des fonctions qui ne sont données que par certaines conditions com- 
me p. ex. les rayons vecteurs des planètes qui sont des fonctions du temps, 
des masses et de position des planètes»!!. 

Ainsi les deux premières espèces «correspondent aux fonctions en ter- 
mes finis, explicites ou implicites; la troisième comprend les autres fonc- 
tions données par le calcul intégral»"?. 

Condorcet a étudié à coup sûr le mémoire de Berlin de 1772. La 
méthode lagrangienne qui y figure sur le développement taylorien a été 
reprise par Condorcet dans son traité inédit. Une affinité de doctrine 
se développe, celle de la «manipulation d’algèbre»!*. 

Dans la seconde section «De la différentiation des fonctions analyti- 
ques» Condorcet poursuit également les traces lagrangiennes du mémoire 
de 1772. Le concept du calcul basé sur le développement des fonctions 
en série de Taylor et la détermination des fonctions dérivées au moyen 
des coefficients successifs de ce développement, a dévoilé aux yeux de 
Condorcet «une nouvelle espèce de calcul». 

La série de Taylor, clef de voûte de l’édifice lagrangien, paraît un 
moyen sûr, simple et efficace afin de délivrer le calcul infinitésimal de 
toute notion métaphysique. Ainsi Condorcet convaincu, que cette «nou- 
velle espèce de calcul» contient comme noyau la série taylorienne, re- 
prend cette idée de Lagrange et il déduit d’une manière analoque la série 
de Taylor dans son traité inédit. 

«Le théorème de Taylor, nous signale Lacroix a été regardé avec rai- 
son par Condorcet, comme la base du calcul différentiel»!$. 

Condorcet influencé par les idées de Lagrange se mit à fonder le cal- 
cul sur le développement taylorien. Le procédé suivant lequel Lagrange 
obtient par les coefficients succesifs du développement ses fonctions dé- 
rivées, apparaît également dans le traité inédit de Condorcet. Seulement 
Condorcet appelle ces quantités «fonctions différentielles»!?. 

Lagrange, quelques années plus tard dans les Leçons sur le calcul des 
Fonctions a voulu défendre la contribution de Condorcet concernant les 


11 Condorcet, Traité inédit, p. 2-3. 

12 Ch. Gilain, op. cit., p. 45. 

1 J.L. Lagrange: «Sur une nouvelle espèce de calcul relatif à la différentiation et à l’intégra- 
tion des quantités variables» Nouv. Mém. Berlin 1772, Berlin 1774, 2° pag. pp. 185-221; Oeuvres 
t. III. Gauthiers-Villars 1869, pp. 441-476. 


4 G.G. Granger: La Mathématique Sociale du marquis de Condorcet. Paris 1956, p. 61. 
15 Cf. Le titre du mémoire de Berlin de 1772. 

16 S.F. Lacroix: Traité du Calcul différentiel et intégral. Paris 2° éd. 1810, p. xxvj, Préface. 
17 Condorcet, Traité inédit, p. 40. 
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conditions d’intégrabilité. Ainsi il partage la découverte entre Euler!* et 
Condorcet!”; «ces sont ces caractères qu’on connaît dans le calcul dif- 
férentiel sous les noms conditions d’intégrabilité, et qu’Euler et Con- 
dorcet ont réduits à des formules générales et élégantes qui méritent d’être 
connues». 

En 1826 Lacroix?! revient sur Condorcet et il écrit: «L’exposition des 
principes du calcul différentiel, contenue toute entière dans les feuilles 
imprimées, étant indépendante de toute notion d’infiniment petites et 
de limites ne connaissait encore sur ce sujet qu’un mémoire de Lagran- 
ge inséré dans le volume de l’Académie de Berlin pour l’année 1772. Mais 
en s’attachant à former le développement entier des différences finies 
des fonctions, sans supposer aucune différence constante, M de Con- 
dorcet a été conduit à des calculs assez compliqués, tandis que Lagran- 
ge a suivi une marche beaucoup plus simple dans la Théorie des fonctions 
analytiques et ses Leçons sur le calcul des fonctions, ouvrages qu’il a 
publiés depuis pour étendre et appliquer les principes indiqués dans son 
mémoire»??. 


Christine PHILI - National Technical University of Athens Depart. of Mathe- 
matics, Zographou - 15773 Athens (Greece). 


18 Cf. le memoire de L. Euler (version française) «Théorème analitique universel servant à re- 
connaître si une formule différntielle quelconque est intégrable ou non?» parue en 1770 dans un 
appendice au 3° Vol. des Institutiones calculi integrali». L’enoncé de ce théorème avait été com- 
muniqué par Euler à d’Alembert en juillet 1763... et ce dernier l’avait transmis à Condorcet qui 
avait entrepris aussitôt de le généraliser et de le démontrer; Cette démonstration, présentée devant 
l’Académie de Paris, en janvier-février 1764 sous le titre «sur un théorème de Mr Euler qui a pour 
objet les équations différentielles «avait malheureusement été inséré dans le traité de Condorcet 
«Du Calcul Intégral» sans que le nom d’Euler soit cité. Témoin priviligié — il était resté en rela- 
tions étroites avec d’Alembert et Condorcet — Lagrange tenait à ce que la priorité d’Euler soit 
signalé» L. Euler. Series IVa Commercium Epistolicum éd. par R. Taton et A. P. Youschkevitch. 
Basel 1980 tom XV p. 59. 


19 Le traité de Condorcet fut peu diffusé, cependant sa démonstration «était connue par la 
brève esquisse qui en avait été donnée dans les Mémoires de l’Académie de Paris» (1765), 1768, 
Hist. p. 54-57, L. Euler op. cit. p. 518. 

A je Lagrange Leçons sur le Calcul des Fonctions, Oeuvres Complètes, t. X Paris Gauthiers- 
Villars 1834, p. 364. 


21 Pour le rôle de Lacroix cf. l’article de M.R. Taton: «Sylvestre-François Lacroix (1765-1843) 
mathématicien, professeur et historien des Sciences» Actes du 7eme Congrès International d’Hi- 
stoire des Sciences. Jérusalem 1953 pp. 588-593. 

22 Cette notice de Lacroix est jointe au premier volume du manuscrit conservé à la Bibliothè- 
que de l’Institut de France. M.S. 877. Une autre version du rapport conservé à l’Institut existe 
à la Bibliothèque Nationale (B.N. cote Réserve V. 1756). 


L'intégration de l’équation d’Hamilton-Jacobi 
par séparation des variables: 
histoire et résultats récents 


Sergio BENENTI 


1. Introduction 


Cet exposé est dédié à un argument classique de la mécanique analy- 
tique, où l’intéraction avec la géométrie différentielle est très féconde: 
l'intégration par séparation des variables de l’équation d’Hamilton- 
Jacobi, notamment de l’équation d’'Hamilton-Jacobi réduite des géodé- 
siques d’une variété riemannienne (M,, 2). 

Comme pour presque tous les arguments de mécanique analytique, 
l'intérêt de cette question dépasse la mécanique elle même, pour tou- 
cher la relativité générale et la mécanique quantique. L'intérêt en relati- 
vité a été renouvelé par des résultats de Carter [13]. En effet de nombreux 
exemples intéressants de métriques séparables viennent par des solutions 
exactes des équations d’Einstein. D’autre part, il s’avère que la sépara- 
tion de l’équation d’Hamilton-Jacobi des géodésiques est une condition 
nécessaire pour l’intégration par séparation des variables des équations 
de la physique mathématique liées à une métrique (Laplace, Schrôdin- 
ger, etc...). À ce sujet on a eu dans les dernières années des progrès re- 
marquables grâce aux travaux de Miller, Kalnins, Boyer, Winternitz et 
d’autres [25]. 

Mais venons à la question de base que nous nous proposons d’exami- 
ner. Considérons l’équation d’Hamilton-Jacobi réduite des géodésiques, 
c’est-à-dire l’équation, 


La 
(1) se 


où g” sont les composantes contravariantes du tenseur métrique dans 
un système de coordonnées x=(x') et À un paramêtre réel (l’énergie). 
On utilise la notation abregée 4, pour la dérivée partielle 9/9x’ et la con- 
vention de la somme sur les indices répétés, qui varient de 1 à nr. On dit 
qu’une intégrale complète W{donc qui dépend d’une manière essentielle de 
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n paramêtres a = (4;)) est séparée par rapport au système x si elle est de 
la forme suivante: 


(2) W(x a)=W,(x!,a)+W,(x?,a)+...+W,(x",a), 


c’est-à-dire somme de fonctions d’une seule coordonnée. Les coordon- 
nées x son appellées séparables ou séparées. A ce point se posent les deux 
problèmes suivants: 


Problème 1. Etablir la forme «la plus générale» des fonctions gŸ(x) tel- 
les que l’équation (1) admet une intégrale complète séparée. 


Problème 2. Etant donnée une variété riemannienne (M,, g), trouver 
tous les systèmes de coordonnées séparables par rapport à l’hamiltonienne 
géodésique sur M. 


On verra comme on peut résoudre le Problème 1 et on discutera sur 
un problème qui se pose entre les deux et qui, en termes un peu vagues, 
peut s’énoncer de la manière suivante: 


Problème 3. Caractériser «géométriquement» l’existence de coordonnées 
séparables. 


Nous ne toucherons pas le Problème 2, qui est d’ailleurs résolu com- 
plètement pour les variétés à courbure constante E,, S,, H, (voir le li- 
vre récent de Kalnins [21]). 

On peut prendre comme point de départ le théorème suivant dû à Levi- 
Civita (1904) [27]: 


Théorème. Un système de coordonnées x est séparable par rapport à une 
hamiltonienne H (x, p) si et seulement si pour chaque i # j on a identi- 
quement (d'=0/0p;): 
4,H9,H9'9/H+9'H9/H0,0,H-— 4,H9/H9'8;,H- 
—0'H4,H8,9/H=0. 
On appellera ces équations les conditions de séparation de Levi-Civita. 


On verra dans la suite la signification géométrique et la démonstration 
de ce critère de séparation. Si l’on considère l’hamiltonienne géodésique 


| RELR 
H Fiau 8°(x) PP; , 
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les premiers membres de ces équations sont des polynômes de degré 4 
en p. En annullant les coefficients on obtient un système d’équations 
aux dérivées partielles d’ordre 2 sur les fonctions g”(x): 


Pre — 1 ,, — — : _ : : — 
(3) gg o,g"+ = à 9,g"* à; 2 g"0,g"0,g" LÉ g9,g", g“=0, 


pour i < j, où le signe « — » indique la complète symétrisation des indi- 
ces (4, k, r, s). La «solution générale» de ce système donne la solution 
du Problème 1. Si d’autre part on applique les conditions de séparation 
à une hamiltonienne polynomiale de degré 2 en p, i.e. quadratique plus 
un terme linéaire et une fonction «potentielle» (cas typique de la méca- 
nique), on obtient un système d’équations qui contient comme sous- 
système les conditions de séparation pour la partie purement quadrati- 
que. Donc l’étude du cas purement géodésique, auquel nous nous som- 
mes bornés, est prioritaire. 

L'intégration du système d’équations (3) présente, dès son début, des 
difficultées évidentes. 

Les équations (3) se simplifient considérablement si l’on suppose que 
les coordonnées x sont orthogonales, g”=0 pour i # j: 


(4) g'gda,g gag a,g *- gb9,g"9;,g*=0 Gi). 


Nous savons, dès les travaux fondamentaux de Stäckel (1893), que la 
solution générale de ce système prend la forme suivante: 


(5) 8" = 


où #{, est une linge (on a pris la dernière) d’une matrice carrée nXn 
de fonctions (#i), regulière, dont la matrice inverse (b/{”)) est une ma- 
trice de Stäckel, i.e. telle que chaque élément #{/? est une fonction de 
la seule coordonnée x’ correspondante à l’indice du bas. Stäckel a éga- 
lement mis en evidence que les fonctions 


dx 
(6) Kÿ = $P} 


sont des intégrales premières, quadratiques, des géodésiques. Donc la 
séparation des variables orthogonales est reliée à l’existence des intégrales 
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premières quadratiques ou bien, en introduisant une notion équivalente 
plus récente, des 2-tenseurs de Killing (on verra que c’est de même pour le 
cas général). Cette relation a été examinée par Eisenhart [16], et récem- 
ment par Woodhouse [29] et Kalnins et Miller [22], [23] et [24]. Wood- 
house à developpé un algorythme qui permet de construire des tenseurs de 
Killing associés à la séparation d’une seule coordonnée. Nous rappelons 
dans le prochain paragraphe la définition de tenseur de Killing, avant de 
passer à la discussion du cas orthogonal, et, ensuite, du cas général. 


2. Tenseurs de Killing 


L’algèbre de Poisson canonique sur le fibré cotangent 7*M, d’une 
variété différentiable M, enduit une structure d’algèbre de Lie sur l’e- 
space S(M,)= Pi %S"(M,) des tenseurs contravariants symétriques sur 
la variété M,. Le crochet [K, L] sur cet espace est défini par l’équation 


[K, L*={G*, L*, 


où {,} est le crochet de Poisson et, pour chaque KE S“(M,), K* est la 
fonction sur le fibré cotangent T*M, définie (en coordonnées canoni- 
ques) par 
OUT 
K*= DS lk Pi Di . 

Si K est une fonction sur M, (&=0), K* est le pull-back de X à T*M,. 
Le tenseur symétrique [K, L] est d’ordre k+/—1, si / est l’ordre de Z. On 
dit que K et L commutent ou qu’ils sont en involution si [K, L]=0. Si 
M, est une variété riemannienne on dit que K est un X-tenseur de Kil- 
ling si 


(?) [K, G]=0 , 


étant G le tenseur métrique contravariant (si £ = 1 on dit que K est un 
vecteur de Killing). Puisque G* = H (hamiltonienne géodésique) on voit 
directement par la définition du crochet que K* est une intégrale première 
des équations des géodésiques si et seulement si K est un tenseur de Killing. 
Cette définition de tenseur de Killing n’utilise pas explicitement la conne- 
xion de Levi-Civita comme dans la définition en composantes covariantes, 


V ok... y =0 


où la paranthèse ( ) est l’opérateur de symétrisation. 
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Proposition 1. Soient K et L deux 2-tenseurs contravariants symétriques 
sur une variété riemannienne (M, G), à valeurs propres (;) et (o;) re- 
spectivement, réelles (c’est toujours le cas si la métrique est définie). Sup- 
posons que K et L ont n vecteurs propres (X;) indépendants 
orthogonaux en commun. Posons 


e=(X;-X)"!, Que LA, X;]-X, . 
On a [K, L]=0 si et seulement si les équations suivantes sont satisfaites: 


Xe; oi X;0;= (00; 0,0) (X;log|e/|+2e/Q;;), 


(1) sb 
0j Oijx + QC; 0x x + Qx oi = 0 (TER)? 


Démonstration - On prend les vecteurs indépendants (X;) comme repè- 
re (non holonome). On a 


K=e'oX@X;, L=e'oX;@X;. 


On calcule le crochet [K, L]. Il en résulte une combinaison linéaire des 
produits symétriques triples des vecteurs (X). On annulle tous les coef- 
ficients et on trouve les équations (1). m 


Si l’on prend en particulier L = G, donc 0;= 1, on trouve la proprié- 
té suivante. 


Proposition 2. Soit X un 2-tenseur contravariant symétrique sur une va- 
riété riemannienne (M,, G), à valeurs propres réelles (p;). Soient (X°) n 
vecteurs propres correspondants, indépendants et orthogonaux. Le 
2-tenseur K est de Killing si et seulement si les équations suivantes sont 
satisfaites: 


Q) | Xe; =(@e;—0;) (X;logle/|+2e/Q,;;) ; 


Cie + Cri + x Qi = 0. 
On appellera ces équations les équations intrinsèques de Killing. 
Remarque 1. Eisenhart [18] a donné des équations intrinsèques analogues, 


| eXie;+2(o;i—-0;)y;;;=0; 
(e;— 0j) yux + (@;— @x) Viki + (x — Qi) Ykÿ = 0, 
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en utilisant les coefficients de rotation de Ricci 
Vi = À; V x, À, 


avec un repère (X;) unimodulaire: e;=|X;|= +1. Les coefficients yy 
sont liés, par définition, à la connexion de Levi-Civita, donc à la struc- 
ture riemannienne locale, tandis que les coefficients Q;; sont définis par 
le crochet de Lie et le produit scalaire seulement. Donc, bien qu’il y ait 
une relation linéaire entre les deux types de coefficients, les Q sont, en 
principe, plus convenables pour «mesurer» la «non-holonomie» du 
repère. 


Remarque 2. Si Q,,=0 pour (i, j, k) différents, alors les champs (X;) 
sont rormaux, i.e. la distribution orthogonale à chaque X,; est complé- 
tement intégrable. On peut donc choisir des vecteurs propres X; en in- 
volution, [X;, X;]=0, et par conséquent des coordonnées locales x telles 
que X;=0,. Etant les Q identiquement nuls, le système (2) se réduit aux 
équations: 


(3) d;0;=(@;- 0j) d;log lgÿ| . 


On voit que, si K et L sont deux tenseurs de Killing, les équations 
(2), impliquent (1). Il n’est pas ainsi pour les (1),. Mais si Q,x=0, donc 
si le repère est holonome, alors les (1), disparaissent. On a donc démon- 
tré la propriété suivante: 


Proposition 3. Si deux tenseurs de Killing sont diagonalisés par un mé- 
me système de coordonnées orthogonales, alors ils sont en involution. 


Proposition 4. Si nr 2-tenseurs symétriques K,, indépendants, sont dia- 
gonalisés par rapport à un système de coordonnées x, alors [K, K,]=0 
si et seulement si la matrice des composantes non nulles K#=6!, est 
l'inverse d’une matrice de Stäckel @!{. 


Démonstration. La relation de commutation des tenseurs s’écrit 
h h : 
Do dd (bp — Pb 0:D(o = 0 (4 n.s.). 


(La notation «i n.s.» signifie que l’indice est non sommé). Puisque les 
tenseurs sont indépendants on a det(@{,) #0. On note #{° la matrice 
inverse. Si l’on multiplie par {° 6{° 6{? et on somme sur les indices 
(4, a, b) on trouve l’égalité équivalente: 
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640,p,°—6/8,9{ =0 (in.s.) . 
On voit que cette équation est équivalente à: d,{° =0 pour i <j. m 


Proposition 5. Si r 2-tenseurs de Killing K, sont indépendants et en in- 
volution, alors ils engendrent la métrique G, c’est-à-dire il existe des con- 
stantes c“ telles que G=c°K,. 


Démonstration. On sait que le nombre maximum de fonctions indépen- 
dantes et en involution sur un fibré cotangent 7*M, est n. Par consé- 
quent il existe une fonction différentiable F:R°— R: (4,) > F(4) telle 
que G*= H=F(K#). Si l’on dérive deux fois cette relation, par rapport 
a p, et p;, et l’on pose p=0, on trouve: 


si KŸ . 


a p=0 


On a donc la relation linéaire cherchée. 0 


Rappelons enfin le théorème remarquable suivant, dû à Katzin et Le- 
vine [26]: 


Théorème. La dimension de l’espace des 2-tenseurs de Killing sur une 
variété (M,, g) est inférieure ou égale au nombre 


K(2,n)=n(n+1)"(n+2)/12. 


On a l’égalité si la variété est à courbure constante. Sur une variété à 
courbure constante tout 2-tenseur de Killing est réductible (c’est-a-dire 
somme de produits symétriques de vecteurs de Killing). 


On sait d’ailleurs que les variétés à courbure constante sont caracté- 
risées par le fait que la dimension de l’espace des vecteurs de Killing est 
maximale: K(1,n)=n(n+1)/2. 


3. Systèmes séparables orthogonaux (ou de Stäckel) 


Théorème. Une variété riemannienne (M,, g) admet (localement) un sy- 
stème séparable orthogonal x si et seulement si elle admet 7 tenseurs de 
Killing K,(a=1,.…, n), linéarement indépendants, avec n formes 
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®' réelles indépendantes (ou bien 7 vecteurs propres *; réels indépen- 
dants) en commun. Si un tel système de tenseurs de Killing existe, alors: 

(i) Les formes #’ (les vecteurs X;) sont normalisables, i.e. à un fac- 
teur intégrant près, les formes #’ sont fermées (les vecteurs X; sont en 
involution): 


dpi=0 (IX, X;]=0). 


Le système séparé x est alors défini par: #'=dx'(X;=06;). | 
(ii) Les tenseurs de Killing sont en involution: 


[Ko K,]=0 . 


(ii) Le tenseurs métrique contravariant G est une combinaison (à coef- 
ficients constants) des tenseurs K,. On peut donc considérer K,=G. 
(iv) Il existe une matrice de Stäckel (p{°) telle que 


K3= 69 Xi (9) À. 


Démonstration. Soient 0,, les valeurs propres (réelles) du tenseur K,. La 
matrice carrée (0,) est régulière, puisque les K, sont indépendants. Les 
équations intrinsèques de Killing (2), du $ 2, qui sont valables pour cha- 
que K,, montrent que 0:5Qy+ Our; + QkaQxiÿy = 0, c’est-à-dire qu'il 
existe une relation linéaire entre les trois lignes (i, j, k) de la matrice 
(e:): absurde. Donc on a indentiquement 0x =0 (i, j, k Æ). Rappelons 
la Remarque 2 du paragraphe précédent: on a des coordonnées locales 
x, orthogonales, pour lesquelles les équations intrinsèques de Killing se 
réduisent aux équations (2) du $ 2. Le calcul montre le fait remarquable 
suivant: les conditions d’intégrabilité complète de ce système d’équations 
coincident avec les conditions de séparation de Levi-Civita pour le cas 
orthogonal (équation (2) du $ 1). Donc les coordonnées x sont sépara- 
bles. Le reste de l’enoncé est une conséquence des Propositions 3, 4 et 
5 du paragraphe précédent. = 


Remarque. Cet enoncé reprend, en le modifiant, le théorème d’Eisen- 
hart sur la caractérisation des coordonnées séparables orthogonales [16]. 
Selon Eisenhart les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence 
d’un tel système sont les suivantes: (a) il existe n tenseur de Killing indé- 
pendants (dont l’n-meme est la métrique); (b) ces tenseurs ont n vecteurs 
propres (formes propres) en commun; (c) les vecteurs propres sont nor- 
maux (les formes propres sont fermées); (d) les valeurs propres sont sim- 
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ples; (e) det(e; — 045) <0 pour i < jet a=1,..., n—1. Dans la formu- 
lation de ce théorème donnée par Woodhouse [29] on trouve les seules 
conditions (a)-(b)-(c). Par contre, dans la formulation de Kalnins et Miller 
[22], sur les tenseurs de Killing indépendants on fait les hypothèses sui- 
vantes: (f) ils sont en involution; (g) ils commutent comme operateurs 
linéaires; (h) au moins un des tenseurs a des valeurs propres simples. 
En effet, comme on a démontré ici, les seules conditions (a) et (b) sont 
essentielles. On peut d’ailleurs démontrer que les conditions (a)-(b) son 
équivalentes aux conditions (a)-(g). 


On s’aperçoit de l’utilité des équations intrinsèques de Killing dans 
les cas simple 7 =2. Puisque X,0,=0, le vecteur X'; est tangent à la cour- 
be p;=const. Par conséquent si les valeurs propres d’un tenseur de Kil- 
ling sur une variété de dimension 2 sont des fonctions indépendantes, 
elles sont des coordonnées séparables. Si l’on prend, par exemple, le plan 
euclidien Æ, avec les coordonnées (privilegées) cartesiennes orthogona- 
les, et on considère la combinaison linéaire des produit symétriques des 
trois vecteurs de Killing (les translations selon les axes et la rotation au- 
tour de l’origine), on obtient les lignes coordonnées de toutes les coor- 
données séparables orthogonales (à une traslation et une rotation près) 
comme courbes d’équation p,=const. et e,=const., étant 0; les raci- 
nes de l’équation caractéristique de la combinaison. Puisque cette com- 
binaison est un polynôme de degré 2 dans les coordonnées cartesiennes, 
on s’attend que ces courbes soient d’ordre 4. Mais le calcul montre qu’elles 
sont en effet d’ordre 2, c’est-à-dire des coniques, eventuellement dégé- 
nérées, homofocales. Rappelons que cette propriété, pour le cas 7 =3;, 
a été démontrée par Eisenhart, Weinacht et Blaschke (voir [17]). 


4. Connexions, intégrales complètes et séparation des variables 


Définition. Une connexion de covecteurs T' sur une variété M est une 
distribution sur T*M transversale aux fibres: en chaque point pe T*M 
le sous-espace l', =T N 7,(T*M) est complementaire à l’espace tangent 
à la fibre de 7*M en p. 


On réalise le transport d’un covecteur p, lelong d’une courbe sur M 
en prenant la courbe relevée à T*M: c’est la courbe intégrale de T° par 
Po qui se projecte sur la courbe donnée. 

Une connexion l' est localement représentée par des équations du 


128 


premier ordre, comme sous-variété de 77*M, 

(1) Py=Ty(x, p)X', 

ou bien par des générateurs (champs de vecteurs indépendants): 
(2) D;=0;+7,0/. 


Les fonctions l';;(x,p) sont les coefficients de la connexion dans le sy- 
stème de coordonnées x. Les coefficients d’une connexion par rapport 
à deux systèmes différents x et x’ sont liés par la relation suivante: 


(3) l'y= it} Ph + Et Tr; , 
où £ =0x'/8x'. On voit que [D, D;]=R;,0" où 
(4) Rx =0T x 0 x + T0 Ty T9 Tip 


est la courbure de la connexion l'. Donc: la connexion F est plate, i.e. 
le transport d’un covecteur ne dépend pas de la courbe choisie pour join- 
dre deux points, si et seulement si sa courbure est nulle (T' est une distri- 
bution complètement intégrable): R;y; =0. 

Une connexion est symétrique si T';=T;, linéaire si T';,=T%(x) p,. De 
(3) il suit que ces deux conditions ne dépendent pas du systéme de coor- 
données choisi. On voit qu’une connexion l'est symétrique si et seule- 
ment si elle est /agrangienne, i.e. chaque l, est un sous-espace 
langrangien de 7,T*M selon la structure symplectique canonique de 
T*M. 

Une fonction H sur T*M est invariante dans la connexion l', ou inté- 
grale de T', si (v, dH) =0 pour chaque veF, i.e. localement: 


(5) 8,H+T;9/H=0. 
Une ]-forme différentielle £ sur M est invariante ou intégrale de T si, 


interprétée comme section £:M— T*M du fibré cotangent, son image 
£(M) est une variété intégrale de T'. Dans ce cas on a localement: 


(6) dé; -T;(E) = 0. 


Si l'est plate, alors les images des formes invariantes sont les variétés 
intégrales de la distribution l'. 
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Si la connexion est symétrique, toute forme invariante est fermée: 
d£=0. 

Une connexion T° sur une variété riemannienne (M, g) est métrique 
si l’hamiltonienne des géodésiques est invariante. 

Une étude plus détaillée sur cette notion de connexion, qui généralise 
la notion usuelle de connexion linéaire, et qui utilise la structure sym- 
plectique du fibré cotangent, sera presentée ailleurs. Nous nous som- 
mes bornés ici aux premiers éléments nécessaires pour la discussion de 
la séparation des variables. 

On sait que, du point de vue géometrique, une intégrale complète de 
l’équation réduite d’Hamilton-Jacobi associée à une hamiltonienne 
H:T*M- R est un feuilletage de 7*M: (i) transversal aux fibres, (ii) la- 
grangien, (iii) tel que sur chaque feuille Æ est constant. Selon les défini- 
tions que nous avons données ci-dessus, on peut dire, d’une façon 
équivalente, qu’une intégrale complète de l’hamiltonienne Æ est une con- 
nexion l': (i) plate, (ii) symétrique, (iii) dont H est une fonction inva- 
riante. Les variétés intégrales de l' forment le feuilletage lagrangien 
{L,; a€ R'"}. Ce feuilletage admet deux types de représentation: (1) avec 
une fonction génératrice W(x, a) par la formule p;, =d;W; (II) avec 
équations en involution, i.e. avec équations du type F;(x, p) = 4;, où les 
fonctions F; sont indépendantes et en involution: {F;, F;}=0. Dans ces 
deux types de représentation la condition (iii) s'exprime respectivement 
par l’équation d’Hamilton-Jacobi réduite H(x, 9W)=h (h€R) ou bien 
par les équations {F;, H}=0: les fonctions F; sont des intégrales premiè- 
res de H. Les coefficients de la connexion correspondante sont définis 
à l’aide de ces deux représentations: 


(7) r;= 0,0; 4 4 où a;=F;(x, p) * 

Définition 1. Une intégrale complète est séparée dans un système de coor- 
données x si les coefficients de la connexion correspondante sont diago- 
nalisés dans ce système: 


(8) F;=0 pour i-j. 


Remarque 1. L'intégrale complète est séparée par rapport a x si et seule- 
ment si, dans les deux représentations, on a respectivement: 


(9) 0,9,W=0 (Gj), 


GO) (F,Fk=0t FF -0"FF,=0 (k n.s.) 
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(nous disons que les F; sont en involution séparée). La condition (9), est 
évidente d’après (7). Omettons la démonstration de la condition (10), 
d’ailleurs simple, pour brévité. 


Remarque 2. Si une intégrale complète est séparée alors la connexion 
est symétrique. 


Remarque 3. Les coefficients d’une connexion séparée sont complète- 
ment déterminés par l’hamiltonienne: si l’on pose (étant 9'H # 0) 


(11) Re UE, 
9H 


de (5) et (8) on tire: 


(12) F;=R; . 


Remarque 4. La complète intégrabilité de la connexion l'est caractéri- 
sée par les équations 


(13) R;j=0;R;+R;9'R;=0 GA j, n, S). 


En les développant avec (11) on retrouve les conditions de séparation 
de Levi-Civita. 


Remarque 5. Etant valables les conditions d’intégrabilité (13), si la con- 
nexion l'est linéaire, i.e. si l';= B/(x) ps, et métrique, i.e. si H est l’ha- 
miltonienne des géodésiques d’une variété riemannienne (M,, g), alors 
cette variété est localement euclidienne. On retrouve ainsi, sans calculs, 
un théorème dû a Levi-Civita [27]: si l’équation d’'Hamilton-Jacobi des 
géodésiques est séparée par des coordonnées de «première classe» alors 
la variété est localment euclidienne. La distinction dès coordonnées sé- 
parables en deux sous-systèmes, ou «classes», ou «groupes», introduite 
par Levi-Civita pour l’hamiltonienne géodésique et utilisée avec succès 
par Dall’Acqua [15], se généralise à une hamiltonienne quelconque [8]: 


Définition 2. Soit x un système de coordonnées tel que les conditions 
de séparation de Levi-Civita sont satisfaites (donc il existe une intégrale 
complète séparée). On dit que la coordonnée x’ est de première 
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classe si il existe n fonctions B/(x) telles que 9;,H= —9'H B!p,, c’est- 
à-dire si R; est linéaire en p: 


(14) R;= B{(x)p, Ê 


Autrement on dit que x’ est de deuxième classe. En particulier une coor- 
donnée ignorable, ï.e. telle que d9;H=0, est de première classe. 


Il se révèle très pratique d’adopter la convention suivante sur les in- 
dices [8]: 


Convention. Pour les indices des coordonnées de deuxième classe on uti- 
lise les premières lettres latines &, b, €, .….; pour les indices des coordon- 
nées de deuxième classe on utilise les lettres grecques æ, B, y, .….; si la 
distinction en classes n’est pas nécessaire, on utilise toujours les lettres 
latines À, i, j, … Pour abreger le langage on dira que 4, b, €, .… sont 
indices de deuxième classe, etc. On supposera: 4, b, €, ...=1,..., m 
(m = nombre des coordonnées de deuxième classe dans le système x don- 
né); @, B, y, .….=m+1,..., n. On notera r = n—m le nombre des coor- 
données de première classe. 


5. Note historique 
Dans [27] Levi-Civita met en evidence qu’avec cette classification des 
coordonnées, les équations du première ordre suivantes sont nécessaires 


pour la séparation: 


d,8ÿ=0 (, Î a) 


gd;,gn =0 
; i j ha 
gdgx-8"dig;=0 i,j<h 
les 
g'*igx 7 &" ga 0 1,1, À IS) 


mais il s’aperçoit que la solution du Problème 1, bien que facilitée par 
la classification des coordonnées en deux classes, ne peut pas être ache- 
vée si non à l’aide d’un «artificio sintetico», inconnu. Aujourd’hui nous 
savons que cet artifice est lié, paradoxalement, à sa théorie des conne- 
xions (comme on verra dans le prochain paragraphe). En tout cas, Levi- 
Civita obtient des résultats complèts pour r =2 et, comme nous avons déjà 
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observé, pour le cas m=0 (n quelconque). La démonstration de l’or- 
thogonalité des coordonnées de deuxième classe, pour le cas n=m=2, 
qui est un des noeuds du problème, est remarquable. En 1908, Dall’Ac- 
qua [14] donne une discussion complète du cas 7 =3 et, en 1912, la solu- 
tion complète du Problème 1, pour une variété proprement riemannienne 
et une hamiltonienne avec potentiel V, en suivant un processus purement 
«analytique» très astucieux [15]. La solution est en effet en forme «im- 
plicite», puisqu’elle donne l’expression générale des moments p, tandis 
que les expressions des composantes de la métrique. Dall’ Acqua démontre 
que les p; ont nécessairement la forme suivante (avec la convention que 
nous avons adoptée): 


(1) | Pa= ES cs+VoŸc, d Fc Cg+ Fe 


Pa = enr , 

où les c; sont des costantes, (£°) et (b{?) sont des matrices de Stäckel, 
et £5, 2, V, fonctions de x‘ seulement, c’est-à-dire de la variable cor- 
respondante à l’indice du bas. Burgatti [11] avait précédemment remar- 
qué que ces expressions sont suffisantes. On peut obtenir l’expression 
du tenseur métrique et du potentiel si l’on résout le systéme (1) par rap- 


port aux constantes c = C(x, p), si l’on prend une relation opportune en- 
tre la constante de l’énergie h et les ce, A=h(c), et si l’on ecrit 


: ' do |: , 
l'identité polynômiale A(c(x, p)) = SE PRIT V. Dall’Acqua même 
propose la relation 
(2) 2h=E,Cat Laa » 
mais il n’explicite pas les calculs. La suggestion de Dall’ Acqua a été re- 


prise par Havas [19]. En effet on peut prendre d’autres relations que 
(2). Dans [4] on considère la relation 


G3) PA on 7 A Vo PA 7 
avec des constantes £‘ et £, et dans [8], plus simplement, 
(4) 2h=c,. 


Paradoxalement tous ces choix sont équivalents, bien qu’il semble que 
la relation (3) soit plus générale que (2) et que (4) soit très particulière. 
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La (4) a le privilège de conduire à une solution formalement plus simple: 


= Dm) g®=0 (a < b), 
(5) Lg = —pim ÉEiy (@n.s.) 
oue Dm) (Ea” + Eg En) EG HA . 


Le paradoxe vient du fait que la solution du Probléme 1 est une «inté- 
grale générale» d’un système d’équations aux dérivées partielles (les con- 
ditions de séparation de Levi-Civita), qui s’exprime donc avec un certain 
degré d’arbitrage. Cette arbitrage se manifeste surtout par la présence 
de matrices de Stäckel. Il se vérifie, par exemple, qu’une combinaison 
linéaire du type c/#{;, avec c/ constantes et D{;, inverse d’une matrice 
de Stäckel n x n, peut être mise sous la forme «plus simple» of, étant 
0! ;» l’inverse d’une matrice de Stäckel. Dans [7] on montre que pour 
chaque entier N > n on a des solutions du Problème 1 apparemment de 
plus en plus «générales», qui contiennent des matrices de Stäckel d’or- 
dre N, dont N—n lignes sont données par des constantes arbitraires. 

La solution du Problème 1 pour le cas d’une hamiltonienne quadra- 
tique, avec potentiel et terme linéaire dans les moments, dépendante aussi 
du temps, est due à larov-Ilarovoi [20] et à Cantrijn [12], qui en donne 
une démonstration rigoureuse inspirée par la méthode de Dall’Acqua. 
Dans ces travaux on fait toujours l’hypothèse que la métrique est défi- 
nie positive et la méthode est purement «analytique». Pour des métri- 
que quelconques, la solution pour le cas purement géodésique se trouve 
dans [8] et pour le cas avec potentiel dans [10]. L'approche «géométri- 
que» s’est révélée essentielle pour comprendre la nature du problème et 
pour simplifier conceptuellement sa solution. 

Une première contribution aux aspects géométriques de la séparation 
est le théorème déjà cité de Levi-Civita (cas m =0)). Agostinelli [1] étend 
ce théorème au cas m quelconque. Il calcule le tenseur de Riemann sur 
la base des équations de séparation de Levi-Civita, et il montre que s’il 
existe un système de coordonnées séparables dont r = n — m sont de pre- 
mière classe, alors la variété est feuilletée par des sous-variétés euclidiennes 
de dimension r. Ce fait est utilisé dans le même mémoire pour résoudre 
le Problème 1, mais la solution n’est pas complète (on peut voir que les 
solutions d’Agostinelli sont équivalentes, au sens que nous préciserons 
par la suite, à des systèmes de Stäckel [5]). Plus tard (1975), Agostinelli 
[3] montre, à partir des expressions de la métrique trouvée dans [1] 
et [2], l’existence de r intégrales premières linéaires et de m=n-r 
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intégrales quadratiques (un résultat analogue est obtenu par Havas [19] 
en même temps). On généralise donc les résultats de Stäckel et Eisen- 
hart. En effet, puisque ces intégrales premières sont les constantes de 
l'intégrale complète séparée, elles sont toutes en involution. Les inté- 
grales linéaires correspondent à des vecteurs de Killing commutant, qui 
engendrent le feuilletage euclidien trouvé dans [1]. Cette interprétation 
géométrique a inspiré les travaux [5] et [8] où l’existence des vecteurs 
de Killing est établie diréctement à partir des conditions de séparation 
de Levi-Civita et utilisée ensuite pour introduire des coordonnées igno- 
rables. Cette méthode est reprise et revisée dans les paragraphes suivants. 


6. Systèmes séparables équivalents et solution du Problème 1 pour une 
métrique quelconque 


Sur l’ensemble des systèmes de coordonnées séparables autour d’un 
point d’une variété riemannienne (M, g) considérons la relation d’équi- 
valence suivante: x — x’ si les deux systèmes sont séparables pour la mêé- 
me intégrale complète l'. On a appelé les classes d'équivalence sructures 
de séparabilité [8]. Par exemple, le plan euclidien admets localement qua- 
tre «espèces» de structures de séparabilité, données respectivement par 
les coordonnées cartesiennes, polaires, elliptyque-hyperboliques homo- 
focales et paraboliques homofocales; sur l’espace euclidien à trois di- 
mensions on a onze espèces de structures de séparabilité (les coordonnées 
séparables «normales» correspondantes, au sens que nous préciserons 
dans la suite, sont classifiées dans [16] et [28]). 

La propriété suivante a apporté une considérable simplification au 
traitement de la séparation de l’équation d’Hamilton-Jacobi [8]: 


Lemme 1 (existence des coordonnées distinguées) - Les coordonnées de 
première classe sont équivalentes à des coordonnées ignorables, c’est-à- 
dire: étant donné un système séparable x par rapport à une hamiltonienne 
H, on peut déterminer un système équivalent y avec les mêmes coordon- 
nées de deuxième classe et les coordonnées de première classe ignora- 
bles. On appelle ces systèmes de coordonnées séparables distingués (dans 
[8] quasi-normaux). 


Démonstration. La condition d’intégrabilité R,.,=0 (voir $ 4) donne 
l'équation 


R,B+0,B,p;=0. 
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Si B£ 0 on voit que R, est linéaire en p: absurde, puisque x‘ est par 
hypothèse de deuxième classe. Donc: 


(1) B‘=0, ô,B5=0. 


Le système complètement intégrable (6), $ 4 se coupe alors en deux parties: 


(2) dt = BÊËs, d,€,=0 («a < 7), 
et 
(3) do Ëa = Ra dE=0 (a Zi), 04 Es = 0 ; 


dont la première, qui entraine les E£, et les coordonnées de première clas- 
se seulement, est séparée de l’autre. Comme ce sous-système est com- 
plètement intégrable et linéaire, on a r solutions indépendantes £ (qui 
donnent donc une matrice régulière). Prenons un système de coordon- 
nées y défini Par 


(4) dy*= dx", dy°=Ef dx°. 


Ce système est séparable et équivalent à x. En effet, si l’on prend la for- 
mule de transformation des coefficients de la connexion l' (3), $ 4 (avec 
x’ =y), on voit que L',,, =T et que tous les autres coefficients, dans 
les coordonnées y, sont identiquement nuls. De la formule (5), $ 4 il suit 
que 9H/8y*=0: les y* sont ignorables. sm 


La connexion l' se réduit, sur chaque sous-variété intégrale de la di- 
stribution engendrée par les vecteurs 4, (donc d’équations x°= const.) 
à une connexion linéaire symétrique plate, d’une telle façon qu’on ar 
formes indépendantes £(°= £(% 4x° dont les pull-back à chaque feuille 
sont invariantes et qui sont fermées grâce à la condition (1). Les nou- 
velles coordonnées y° sont les fonctions intégrales de ces formes. La di- 
stribution l' résulte engendrée par les vecteurs D,=0,+1,,9" et les 
vecterus X,=0/dy*, canoniquement relevés à T*M,. Ces relèvements 
canoniques, qui commutent, donnent une action abelienne libre (locale) 
sur 7*M, qui laisse invariante la connexion [' et l’hamiltonienne H. 
Comme nous n’avons pas examiné la notion de réduction d’une conne- 
xion (par rapport à une sous-variété, à un feuilletage, ou à une fibra- 
tion) nous ne pouvons pas entrer dans le détail de ce point de vue géomé- 
trique. 
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On constate que si au lieu des relations (4) on prend: 
(5) dy‘=dx", dy'=Ef" dxf+E@ xt 


avec £( fonctions arbitraires de la coordonnée x‘ correspondante à l’in- 
dice du bas, on obtient le même résultat, c’est-à-dire que le système y 
ainsi défini est équivalent à x et les y® sont ignorables. En effet, une 
analyse plus detaillée, basée sur la formule de changement des coeffi- 
cients d’une connexion, montre que: 


Lemme 2. (i) Les nombres (r, m) des coordonnées de première et deu- 
xième classe sont des invariants dans une classe d'équivalence. (ii) la re- 
lation la plus générale entre des coordonnées séparables x et des 
coordonnées équivalentes distinguées est du type (5) (un changement d’e- 
chelle près pour chaque coordonnée de deuxiéme classe, qui restent donc, 
comme on voit de (5),, essentiellement invariantes). 


Appelons le couple de nombres entiers (r, m) le type de la structure 
de separabilité. Dans [23] les coordonnées de deuxième classe sont ap- 
pelées essentielles. 

Les lemmes précédents s’appliquent à une hamiltonienne quelconque. 
Considérons maintenant le cas de l’hamiltonienne géodésique sur une 
variété riemannienne (M, g). La variété M, est (localement) feuilletée 
par des variétés eucliediennes, qui sont les orbites d’un groupe abelien 
d’isométries de dimension r, engendré par les vecteurs de Killing X,, en 
involution (on retrouve ainsi le résultat d’Agostinelli). Les coordonnées 
ignorables y* sont cartesiennes sur chaque feuille. On peut les choisir 
d’une telle manière qu’elle soient orthogonales sur une feuille, mais en 
général il n’est pas possible de les rendre orthogonales sur chaque feuille. 

Dans le cas d’une métrique indéfinie il faut distinguer les coordon- 
nées de deuxième classe encore en deux classes: non-isotropes et isotro- 
pes (de type 1 et 2, respectivement, dans [23]), selon qu’il soit g“ Æ0 
ou bien g“=0 (le gradient de la fonction coordonnée x” est un vecteur 
isotrope). Une structure de séparabilité est donc caractérisée par un tri- 
plet (r, m,, m,) de nombres entiers: r = nombre des coordonnées de pre- 
mière classe, m,=nombre des coordonnées de deuxième classe 
non-isotropes, M, =nombre des coordonnées de deuxième classe isotro- 
pes, avec M +M=Mm, r+M+M=Nn 

Dans le cas géodésique on a les propriétés remarquables suivantes: 


Lemme 3. Pour chaque PURÉE (a, b) d'indices différents de deuxième 
classe on a 


(6) g£#0) (w%b): 
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La démonstration de cette propriété, pour le cas proprement rieman- 
nien (où il n’y a pas des coordonnées isotropes), a été donnée par Dal- 
lAcqua [15] et reprise par Cantrijn [12]. Une démonstration a été donnée 
par Agostinelli [1] et reprise dans [8], mais on s’aperçoit qu’elle n’est 
pas complète (pour une démonstration complète de ce lemme, que nous 
omettons ici pour brevité, on peut voir [9]). 


Lemma 4. Si g“ Z0 (x“ est de deuxième classe, non-isotrope), alors il 
existe un système équivalent distingué tel que 


(7) g"=0. 
La démonstration de ce lemme est basée sur l’identité 
(8) g"d,g%=g%0,g" (ab), 


déduite des conditions de séparation de Levi-Civita grâce aux lemmes 
précédents. Si l’on prend en particulier (i, j)=(a, æ) on trouve: 


px 


aa 


d,-— =0 (a#b). 


Cela signifie que les fonctions g“*/g“ ne dépendent que de la variable x° 
(les coordonnées de première classe sont supposées ignorables). Consi- 
dérons une transformation du type (5): dy“= ax", dy*=ax"+ Et dx, 
avec E®) = - g%%/9%, Les nouvelles coordonnées y sont équivalentes et 
distinguées. On voit que dy‘-dy*=0, donc, pour les composantes se- 
lon les coordonnées y, on a g“*=0. 

D’après ces lemmes on conclut que dans une structure de séparabilité 
du type (r, m) sur une variété riemannienne (M,, g) il existe des systè- 
mes de coordonnées distinguées x tels que les coordonnées de première 
classe x* («=m+1,..….,n) sont ignorables, et tels que les composantes 
non identiquement nulles de la métrique sont seulement: g“(a=1,.…, 
m<m), g°(c=m+l,…., m+tm=m), g%(a B=m+1,..., n), où 
m,+m,=m et m, est le nombre de coordonnées isotropes de deuxième 
classe. On dit alors que la métrique est mise en forme standard: 


138 


Cette forme standard, qui est la base pour une discussion de la sépa- 
ration en forme très simplifiée, a été indépendamment introduite par Kal- 
nins et Miller [23]. Nous l’avons démontrée comme conséquence de le 
définition générale de séparation (additive) selon Levi-Civita. Les coor- 
données séparables x pour les quelles la métrique prend la forme stan- 
dard sont appelées coordonnées séparables normales dans [8]. Si l’on 
écrit l'équation d’Hamilton-Jacobi pour une métrique séparée en forme 
standard on arrive, avec des considérations que nous omettons ici pour 
brévité (on peut voir [8] et [23]), à la conclusion suivante: 


Théorème. Dans une structure de séparabilité de type (r, m) sur une va- 
riété riemannienne (M,, 2) il existe un système de coordonnées x, où les 
coordonnées x*(œ=m#+1,..., n) sont ignorables, et tel que les compo- 
santes contravariantes de la métrique ont la forme suivante: 


g®=0 (ab) (a,b=1,..., m) 
S = Dm 8 =0 (a=1,...,m<m) 
Vs g=0, 8*=05 6m (a=m +1...., m; n.s.) 
LP = F3 Dm) (a=1,.…., m), 


où hf» est l’m-ième ligne d’une matrice carrée m X m régulière p{;, dont 
l'inverse est une matrice de Stäckel (dans les variables x‘), et 0% et 
sont des fonctions de la coordonnée x* correspondante à l’indice du 
bas. 

De la forme standard on tire aussi les limitations 


(10) m<r, M<Min(p, q), (m=m—m;) 


où (p, q) est la signature de la métrique. En effet, si (10), n’est pas sa- 
tisfaite on a det(g”)=0: absurde. La (10), vient du fait que le nombre 
m, est la dimension d’un sous-espace totalement isotrope. Si l’on ap- 
plique enfin les lois des transformations du type (5) aux composantes 
du type (9) de la métrique, on trouve la forme générale des composantes 
contravariantes d’un tenseur métrique en coordonnées séparables [8]. 
On a donc résolu le Problème 1 pour une métrique de signature quel- 
conque. 
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7. Caractérisation géométrique de la séparation 


On cherche, comme on a fait pour le cas orthogonal, une caractérisa- 
tion de l’existence de coordonnées séparables en termes de tenseurs de 
Killing et, dans ce cas, de vecteurs de Killing. En effet l’existence de coor- 
données ignorables correspond à l’existence de vecteurs de Killing en in- 
volution. D’autre part, si l’on considère les expressions (9) du paragraphe 
précédent, étendues à toutes les «lignes» de la matrice de Stäckel 44, 
on a les composantes de m tenseurs contravariants K°. (avec K,,= G): 


K®=0., (ax b) 

K“=$%, Ke=0 (a=1,.…., mm) 
() K=0, K“=66, (@=m+1,.…., M: ns.) 

KP=F%6S . 


Ces tenseurs sont de Killing et en involution, puisqu'ils correspondent 
aux constantes de l’intégrale complète séparée. 

La caractérisation géométrique de la séparation a été etudiée par Kal- 
nins et Miller [23]. Nous proposons ici une caractérisation des structu- 
res de séparabilité valable pour le cas où il n’y pas de coordonnées de 
deuxième classe isotropes, donc valable sans aucune exception sur une 
variété proprement riemannienne. 


Théorème. Une variété riemannienne (M, g) admet localement une 
structure de séparabilité si et seulement si: 


(i) il existe r vecteurs de Killing X,, et m=n—r 2-tenseurs de Killing 
K,, indépendants (comme fonctions sur 7*M); 

(ii) les vecteurs de Killing sont en involution entre eux et avec les ten- 
seurs de Killing: 


As X3l=0, [X, K,]=0. 


(üïi) Les tenseurs de Killing ont " vecteurs propres réels orthogonaux 
en commun *,, et orthogonaux aux vecteurs de Killing: 


X,-X,=0. 


Si un tel système existe, alors: 
(iv) les vecteurs propres peuvent être normalisés d’une telle façon que 
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LX> X,] = 0, Lx, X] pci 0 , 


et le système de coordonnées x défini par les vecteurs (X,, X,,), c’est-à- 
dire tel que X;,=0,, est séparable. 
(v) Les tenseurs de Killing sont en involution: 


[K, Ki]=0. 


(vi) Le tenseur métrique contravariant G est une combinaison (à coef- 
ficients constants) des tenseurs K,; on peut considérer G=K,,. 

(vii) Il existe une matrice de Stäckel #{° telle que les composantes des 
K', sont données par les formules (1) (avec m,=0). 

(viii) Si les vecteurs propres X, ne peuvent pas être normalisés à des 
vecteurs de Killing (avec (iv) valable), alors la structure de séparabilité 
est effectivement du type (r, m) et les coordonnées x sont séparables 
normales. 


Démonstration. La nécessité des conditions (i)-(ii)-(iii) suit de la discus- 
sion précédente. On doit alors démontrer que des conditions (i)-(ii)-(ïii) 
on tire les autres (spécialement la condition (vi)). Les orbites des vec- 
teurs X”, définissent une fibration (submersion surjective) r:M, > M,, 
où M,, est la variété des orbites. (On identifie ici, pour simplicité, la va- 
riété M, avec le domaine de définition des vecteurs). Les orbites sont 
des sous-variétés localement euclidiennes (plates). Les tenseurs contra- 
variants G et K, se réduisent à des tenseurs contravariants G et À, sur 
M, tels que G est une métrique et les À, sont de Killing et indépen- 
dents. Cette réduction est définie par l’équation G{(u, v) = G(x*u, r*v) 
où y et v sont 1-formes sur M,, (analoguement pour les tenseurs K,). 
Cette définition est cohérente parce que G est invariante par rapport aux 
vecteurs X, qui engendrent la fibration x. On vérifie que cette réduc- 
tion conserve les équations de Killing [G, K,]=0 et l’indépendance des 
tenseurs. Soient ®* les formes propres correspondantes aux vecteurs X,. 
Les formes , sont réductibles à la variété M,, si et seulement si 
(X,, b) =0 et si la dérivée de Lie par rapport à tous les X, est nulle. 
La première de ces conditions est équivalente à X,,- X,=0; la deuxième 
peut être satisfaite avec une normalisation des 4“, puisque K, et G sont 
invariants par rapport aux X,. Supposons alors que les 6‘ soient déjà 
réductibles: il existe des formes #° sur M telles que °=r*@". Les @° 
sont des formes propres communes des tenseurs de Killing reduits À, 
Pour ce qu’on a vu au $ 3, elle peuvent être normalisées d’une telle fa- 
çon que dp*=0. On trouve alors des coordonnées locales x‘ telles que 
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dx®=6@", donc des fonctions x“ telles que dx°= 4" sont des formes pro- 
pres communes des tenseurs de Killing X’,. Les vecteurs propres X, cor- 
respondants aux dx“ et les vecteurs de Killing X, forment un repère. De 
l’équation de Killing de K, écrite dans ce repère on déduit la condition 
Q,px = 0, c’est-à-dire que les vecteurs X, forment une distribution com- 
plètement intégrable orthogonale au feuilletage euclidien (fibres de 7) 
engendré par les X,. On prend une variété intégrale Z, des X,. On peut 
alors définir des fonctions x° telle que x°(p) est la coordonnée cartesien- 
ne determinée par X, avec origine au point d’intersection de E, avec la 
sous-variété euclidienne contenant le point p. Il suit que les fonctions 
(x‘, x°) donnent un système de coordonnèes tel que X,=0/0x°=0,, et 
X,=g"9/0x"=g"08,. On normalise encore une fois chaque vecteur X, 
en le divisant par g“ et on obtient X,= 4,. Il nous reste à démontrer que 
ces coordonnées sont séparables. Ecrivons 


K,=Ktà,@ à, + K°°8, ® ds 


et l’expression analogue pour G. Puisque les 9, sont del Killing et 
[8,, K,]=0, l’équation [K, G]=0 nous donne simplement: 


(2) K?8,g°=28"0,K5 (b n.5.), 
(3) Kbb5,g%= 29, K% (b n.s.). 


Ces équations, avec le même processus qu’on a vu pour le cas orthogo- 
nal, impliquent: 


(') Kbb5,KS =K9,K<° (n n.s.), 
(3°) Ktt3,K3°=K9,K°8 (b n.s.). 


Mais les (2’)-(3’) montrent que [K!, K;]=0, donc que les tenseurs de 
Killing sont en involution, plus particulièrement qu’il sont en involu- 
tion séparée (voir la Remarque 1, $ 4) par rapport aux coordonnées 
x= (x, x*). Les vecteurs X, et les tenseurs K, sont aussi, trivialement, 
en involution séparée. Donc l’intégrale complète determinée par les in- 
tégrales premières correspondantes aux vecteurs X,, et aux tenseurs K, 
est séparable par rapport aux x. Pour compléter la démonstration il faut 
encore remarquer qu’aux tenseurs K, on peut ajouter des combinaisons 
(à coefficient constant) de produits symétriques des vecteurs de Killing 
X, sans rien changer. On répète alors le raisonnement de la démonstra- 
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tion de la Proposition 5, $ 2 et on trouve que le tenseur métrique con- 
travariant peut être un des tenseurs de Killing. Le point (vii) se démon- 
tre d’une façon analogue à la Proposition 4 du $ 2: les équations (2’) 
impliquent que K$°=64,; les équations (3’) sont du type 


PE dafe = P(odafb (a n.s.). 


Si l’on multiplie par 69 avec d £ a on trouve 0=6€,8,(##f,), donc 
d,(9%)f;)=0; cela signifie que #Ÿf,=E£,= fonction de la seule variable 
x, donc que f, est du type fr= ED. Une dernière remarque: pour 
qu’une coordonnée x“ soit effectivement de deuxième classe il faut et 
il suffit que cette coordonnée ne soit pas ignorable à un changement d’e- 
chelle près, i.e. que le vecteur X, ne soit pas, à un facteur près, de Kil- 
ling. sm 


Ce théorème modifie un enoncé donné dans [8] (voir aussi [4], [6] et 
[7)), où aux conditions (i)-(ii)-(ïi), suffisantes pour l’existence d’une struc- 
ture de séparabilité, on a ajouté les conditions 


DE X;] —_ 0, [X» X,] = 0, [AS K] _ 0, 


qui sont en effet redondantes. Le fait que les deux premières de ces con- 
ditions soient redondantes est déjà considéré par Kalnins et Miller dans 
[22]. Le fait que la troisième, c’est-à-dire la commutabilité des tenseurs 
de Killing, soit également redondante n’est pas, à mon avis, un fait si 
bien connu, comme pour le cas orthogonal. 
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1. Introduction 


L'étude géométrique des systèmes mécaniques comportant un certain 
nombre d’intégrales premières commutant deux à deux fait apparaître 
différent objets (réseau des périodes et monodromie, classe de Chern, 
classe fondamentale de la variété de Poisson réduite) et des relations con- 
traignantes entre eux. Il est remarquable que ces différents objets peu- 
vent être détectés pour les systèmes étudiés par Lagrange (Tome II de 
la Mécanique Analytique) le mouvement du solide pesant de révolution 
attaché par un point de son axé et le mouvement du pendule sphérique. 

Cet article sera en conséquence divisé en trois parties. Dans une pre- 
mière partie on se situera dans le cadre géométrique adéquat aux géné- 
ralisations recherchées et correspondant aux systèmes mécaniques visés 
plus haut, les réalisations isotropes de Libermann (R.I.L.). la deuxième 
partie sera consacrée au mouvement de Lagrange et, surtout, au pendu- 
le sphérique, et l’on reprendra notamment l’étude de Duistermaat [15]. 
Dans une troisème partie on donnera quelques indications sur le «pro- 
bleme général du moment», où on indiquera quelles remarques géomé- 
triques générales l’on peut faire en l’absence de toute hypothèse de 
commutativité ou de régularité. 

Seuls les aspects géométriques des problèmes mécaniques sont con- 
cernés par les remarques qui suivent. Le point de départ de ces études 
est constitué par les articles de Duistermaat [15] et de Duistermaat et 
Heckmann [16]. Des extensions successives des résultats sont dues à Del- 
zant [14], Delzant et l’auteur [11], A. Coste et D. Sondaz [4]. Une pre- 
mière version de la généralisation présentée ici a été donnée par l’auteur 
dans les Travaux du Séminaire Sud-Rhodanien de Géométrie [8]. Enfin 
c’est à Alan Weinstein que l’auteur doit son initiation aux groupoïdes 
symplectiques qui sont au coeur des remarques de la dernière partie. 


2. Réalisation isotrope de Libermann (R.I.L.) 


Définition 2.1. Une réalisation isotrope de Libermann (R.I.L. en abrégé) 
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est un triple constitué: 


(1) d’une variété symplectique (M, o) au sens de Bourbaki [3], i.e. pas 
forcément séparée 

(Il) d’une variétée separée To 

(I) d’une submersion surjective f: M —T, à fibres connexes isotropes 
et séparées telle que f* C° (To, R) soit une sous-algèbre de Lie 
C°(M, R) munie de la parenthèse de Poisson. De plus les fibres 
sont supposées complètes en un sens qui sera précisé ci-dessous (IV). 


Les conditions (II) et (III) entraînement que l', est canoniquement 
muni d’une structure de Poisson régulière au sens de Lichnérowiez [19] 
qui fait de f une submersion de Poisson. On note 7” le feuilletage carac- 
téristique de l', et A, le 2-tenseur de Poisson de li. x:r* 7 T7, dési- 
gne le fibré conormal de # 

Pour tout yeT,, on définit une action locale de v* S dans f UN) 
ainsi: 


TL) ARS CN) 
(w, x) — pf (x) 


"où p (x) est le flot au temps f le long de f (y) du champ * (f*w) dé- 
fini par «(* (f*w))o= — f*w ce qui a un sens car f (y) est séparée. On 
peut alors préciser ce que l’on entend par fibre complète: 


(IV) La fibre f !(y) est complète si pour tout w le flot #ÿ est complet. 
On définit, dans ces conditions, une action fibrée transitive sur les 
fibres de »* sur M en posant: 
S Qr,MM 
(w, X) > p(w):x= pr (x) . 


C’est une action de groupe abélien et fibre à fibre sur une variété sé- 
parée. Son noyau Z est donc un sous groupe discret fermé de r* et 
f7 (>) s’identifie à »* 77/%,. 


Définition 2.2. Notion de réseau. [8] - Soit (Q, F) une variété feuilletée 
régulière. Un réseau de (Q, F) est une sous-variété (non nécessairement 
connexe) À du fibré conormal du feuilletage v*F, telle que 


(D Zest un sous-faisceau de Z(v*F) faisceau des germes de 1-formes 
conormales fermées. 
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(I) Pour tout yEQ, %, est un sous groupe discret fermé de CHE ab 

(I) Pour toute feuille S de F, la restriction Z,—S de À à S est inva- 
riante par holonomie infinitésimale. 

(IV) Pour toute sous-variété W de Q telle que À W soit de rang 
constant r (comme fibré en groupes abéliens) Z3 — W est un re- 
vêtement à fibre Z'. 


Théorème 2.1. 7 = U % est un réseau de (T,, ’) appelé réseau des 
er 


périodes de f. 
De plus v* // Best muni d’une structure de variété quotient. 


Ce résultat est dû initialement à Duistermaat [15] dans le cas où M 
est séparée et f à fibres lagrangiennes compactes. Il a été étendu par Del- 
zant [14] aux submersions f à fibres isotropes compactes, (cf. [11] éga- 
lement) et par À. Coste et D. Sondaz [4] sans hypothèse de compacité. 
Le cas général a été prouvé en [8]. 


Remarque. C’est dans la théorie des groupoïdes symplectiques qu’ap- 
paraissent des situations qui demandent que l’on s’affranchise pour (M, 0) 
de l'hypothèse de séparation tout en la conservant pour les fibres de f. 
Par exemple un groupoïde de Lie n’est pas forcément séparé mais ses 
applications source et but « et B sont à fibres séparées [22]. 

Les propriétés de semi-continuité du rang assurent que l’ensemble des 
points de l', où rang de Z est maximum est un ouvert. Si W est une 
composante connexe de cet ouvert %,— W étant un revêtement, on ap- 
pellera suivant Duistermaat [15] monodromie de Z sur W, la monodro- 
mie du revêtement Z,— W. Z, est un fibré à fibre Z’ et on en déduit 
que la monodromie sur W, # est un homomorphisme de x, W dans 
GL(Z;r): 

Le réseau des périodes va permettre de donner la forme locale de 
TM RP: 

Soit s: U— M une section locale. L’action @ de »* sur M définit 
une application C° 


Ps: {y f"'(U) 
© > p;(w)= p(w)-s(T(w)) 
qui induit un difféomorphisme ®, de »* Z/Z],, sur f =‘ (U). Soit 8 l’i- 


mage dans »* /% de la restriction à »* de dX où la forme de Liou- 
ville de T*T', est notée À. 
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Théorème 2.2. @, est un difféomorphisme symplectique de (f” T(U), 0) 
sur (v*7/ Ru, r*s* 0 — B). 


Ce théorème est l’extension aux R.I.L. du théorème classique des va- 
riables actions angles d’Arnold [2] qui est l’expression du modèle local 
des fibrations lagrangiennes à fibres connexes et compactes dont le théo- 
rème suivant est une généralisation. 


Théorème 2.3. Si f:(M, 0) — (To, À) est une R.I.L. régulière de rang 
constant m, pour tout y,€T, il existe un voisinage U de x, et un difféo- 
morphisme symplectique compatible avec les fibrations ÿ à valeurs dans 
C2X T*R'x T*T"' muni de sa structure standard: 


ÿ 
GORE TER AT ET" 


| | 


U —> C?XR'XR” 
Les variables (a;)eR"' sont les actions, les angles sont les angles de T”. 


Sig=0o=r on retrouve le théorème classique d’Arnold [2]. Le cas r=0 
a été traité indépendamment par Nekhoroshev [21] et l’auteur [6]. Pour 
globaliser le théorème 2.2 deux problèmes doivent être résolus: peut-on 
caractériser les R.I.L. isomorphes à »*/Z, Un tel isomorphisme im- 
pliquant que »* / ZT, peut être muni d’une structure de R.I.L. ce- 
ci peut-il être toujours réalisé? On va voir qu’il y a pour ces deux 
problèmes des obstructions. 

Si l’on ne retient que l’aspect fibration, le théorème 2.2 se traduit ainsi 
dans la terminologie de Grothendieck [17]. 


Corollaire. f: MT, est un fibré localement isomorphe à v* // avec 
C°(v*S/ PR), faisceau des sections de r:v*/Æ-T;, comme fai- 
sceau structural. 


On peut donc classifier f à isomorphisme près de fibrés par sa classe 
Lf1 dans H'(P,C°(v* 7/2). 

Compte tenu de l’isomorphisme H'(P,C®(v*7/2)= H°(P, À), f 
est classifié par l’image » de [f] dans H°(P, ? ). 


Definition 2.3. » s'appelle la classe de Chern, de f. v est l’obstruction 
à l’existence d’un isomorphisme de f:M-—T, sur »*S/Z—T. 
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Pour toute variété feuilletée régulière (T',, 7) on introduit la coho- 
mologie feuilletée H* (T5)=H*(T, 2) où Z est le faisceau des ger- 
mes d’applications distinguées du feuilletage. D’autre part si Z(r* ) 
désigne le faisceau des germes de 1-formes fermées normales au feuilletage 
on pose H°*1(T5,)=H Ts, Z(v* °)). H* (To, 7°) est la cohomolo- 
gie relative [11] de (T,, 7°). Le morphisme d: 2, Z(r* S) induit un 
morphisme en cohomologie noté encore d:H,(To, 7°) > H4, (To, 7). 

Si (Ts, 7”) est le feuilletage caractéristique d’une variété de Poisson 
régulière, on note [o] € H?AT;) la 2-classe feuillete définie par la struc- 
ture symplectique des feuilles et [S/]=d[o]e H°(To, ). 


Définition 2.4. [11] - [ 7] est la classe fondamentale de la variété de 
Poisson régulière [T,, ]. 


[/]=0o si et seulement si il existe une 2-forme à sur l', fermée in- 
duisant sur chaque feuille sa structure symplectique. 

@ étant un sous-faisceau Z(r* /), on note d*, le morphisme d’in- 
clusion. Le théorème suivant décrit la variation de la forme symplecti- 
que des feuilles de (l',, 7”) base d’une R.I.L. f:M-—7T,. Il étend un 
résultat de Duistermaat et Heckmann relatif au cas où f:M— T', est une 
T”'-fibration isotrope [16]. 


Théorème 2.3. 
dovr=(7] 


Inversement (1,7) et 5” étant donnés, existe-t-il des R.I.L. asso- 
ciées et peut-on les classer? la réponse est fournie par la théorème suivant. 


Théorème 2.4. Toute solution v de d',v =[ S] est la classe d’une R.I.L. 
FM 0) — (To; Ao) de réseau Z. Les R.I.L. de classe de Chern v don- 
née sont classifiées, à isomorphisme de R.I.L. près, par 


H°(P,S)/d*H\(P, À). 


Ce théorème répond en particulier à la question posée plus haut: il 
n’existe pas de structure symplectique sur »*/Æ, faisant de 
r:v* // ART, une R.I.L. si [°] #0. Inversement si [ =0 et si o 
est une extension fermée de la forme symplectique des feuilles, 
v* ST, munie de r*o—i*dx où i:v* S — T*T, est l’inclusion, est 
une R.I.L. de réseau nul. 
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Le théorème 2.4 permet en particulier de classer les R.I.L. à fibres 
compactes (R.I.L.C.) au voisinage d’une feuille S de (To, As) [11]. En 
particulier. 


Corollaire [11]. (Théorème des variables actions angles non commuta- 
tif). Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie compacte G, agissant de 
façon coisotrope localement libre sur (M, o) avec un moment J:M — G*. 
On suppose que G a une orbite compacte € telle que j(£) soit une orbite 
coadjointe régulière S de G*. Alors il existe une forme compacte G. de 
G et un voisinage W de E, tel que la R.I.L.C J:W—J(W) (où J(W) 
est un ouvert saturé de G*) soit isomorphe à la restriction à J(W) de 
la R.I.L.C standard 


fo: GX C*—%, o=d(f,6) 


où C* est une chambre de Weyl, % l’ouvert des points réguliers de G* 
0 une T"'-connection du fibré principal T"— G. et où fo(g, $)= —adF£. 


Si G est abélien, S est réduit à un point et on retrouve la théorème 
classique d’Arnold [2]. 

Jusqu'ici on s’est intéressé aux R.I.L. d’une variété régulière (T5, As) 
de réseau Z donné. La question se pose, plus généralement, de savoir 
si (To; Ao) étant donnée, il existe un réseau % et une 2-classe 
»EH?(P, À) telle que dé v=[]. On a vu que si []=0, on peut 
prendre Z=0 et pour R.I.L. r:r* = % avec une forme adéquate. 

L'idée est la suivante: [ 7] mesure la variation de la forme symplec- 
tique des feuilles et la relation dv = [57] exprime qu’en un certain sens 
tout réseau Z candidat à être le réseau des périodes d’une R.I.L. au- 
dessus de (T5, As) doit contenir les intégrales de [ 7”], considérée com- 
me 2-forme sur les feuilles de (T,, As) sur les 2-cycles entiers des feuil- 
les. De façon précise on a, par exemple, le résultat suivant, 


Théorème 2.5. [7] [8] - Si le feuilletage S” de (T5, Ao) est une fibration 
triviale S x Q — Q, (To, As) possède une R.I.L. si et seulement si l’appli- 
cation de Q dans H°(S, R) y — [o,], où [o,] est la classe dans H°(S, R) 
de la forme symplectique de la feuille S,=SX {y}, est une submersion 
sur un ouvert d’un sous-espace affine de dimension finie de H°(S, R) 
dont la direction a une base formée d'éléments de H°(S, 2). 


Exemples. 1) T,=S?XR, et 9=fO). f(y) > 0,où 0, est la struc- 
T 


ture standard de S?. D’après ce qui précède on aura une R.I.L. dans 


151 


les deux cas suivants: 
1) f(y)=a, constante non nulle. Alors 


M=S?xTY*R, o=a—dnAdy si (»,n)€T*R . 
T 


2) f(>) est une submersion de R sur un intervalle ouvert de R *. Si l’on 
normalise f en supposant f (0) = 1, à isomorphisme de R.I.L. près, 
on obtient la R.I.L.C standard du groupe Si. 

Ainsi l,=S?XR, 0,=(1+y?)09 n’admet aucune R.I.L. Cet exemple, 
dû à Alan Weinstein, a été le point de départ de cette étude. 


2) PB =SXSXR?, 0,=(—p1*00+ QP2* 0) y où p,; est la ième projec- 
tion de l, sur S?, o, la structure symplectique standard de S? et o est 
un réel non nul, I, admettre une R.I.L. si et seulement si € Q. 


3) To=S°XS' 0,=f(y)00f(y) > 0. La seule structure admettant une 
R.I.L. correspond, S! étant compacte, à f(y)=c> 0 et la R.I.L. est 
S?x T*S! muni de la 2-forme c-05+@X. 


3. Mouvement de Lagrange et pendule sphérique 


Si l’on identifie l’espace ordinaire euclidien à R° l’axe ascendant ver- 
tical étant identifié au 3° axe de R°, l’espace de configuration du mou- 
vement de Lagrange est SO(3). Ceci conduit à considérer la variété 
symplectique M= T*SO(3). Le solide étant de révolution, le hamilto- 
nien A: T*SO(3) —R est invariant par l’action à droite naturelle de S'! 
identifié au groupe des notations autour du 3° axe de R°. Le moment 
— au sens de Souriau [23] — de l’action S! est une application 
ro: T*SO(3) —R, S'-invariante. r, est la composante sur l’axe de révo- 
lution du moment cinétique. L’action de S' définit une fibration prin- 
cipale S' MT, qui est une R.I.L.C. r, par passage au quotient 
définit une application f:1 —R. l, est isomorphe comme variété à 
T*S?XR, f, étant la projection sur R. Les feuilles T*S? x {f,} portent 
la structure symplectique dÀ5+ f00 Où dX, est la structure standard de 
variété cotangente de T*S? et , la forme volume de S? remontée sur 
T*S? par la projection. 

Le réseau des périodes est Z= Z 2x dr,. Il n’y pas de monodromie ce 
” qui traduit le fait que S'— M -— T', est une fibration principale. D’au- 
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tre part la classe de Chern de MT, est sa classe comme S! fibré 


principal et se réduit donc à la classe » = La de SO(3) —S°?. Enfin 
T 


[]1=2#xdnA El . On notera donc, que si la monodromie est nulle, 
T 


par contre » 0 £[] et la forme explicite prise par [ 7°] justifie la 
notation d? introduite au paragraphe 2. 

Si l’on s’intéresse à la feuille r,=0, on tombe sur le mouvement du 
pendule sphérique. D’une part Hinduit un hamiltonien 4:(T*S?,d\) —R. 
D'autre part, comme tout hamiltonien de solide pesant, A est invariant 
par l’action à gauche de S! (identifié aux rotations d’axe vertical) sur 
T*SO(3), ce qui fournit un moment au sens de Souriau qui passe au 
quotient sur 7*S2. Sur T*S? on a donc deux intégrales premières en in- 
volution J provenant de l’action à gauche de S'! dans SO(3) et À. On 
note f=(J, h). 


Remarque. Pour tout solide pesant on peut réduire T* SO(3) par l’ac- 
tion à gauche de S!. Ce point de vue est explicité, par exemple, dans 
le livre de P. Libermann et C.M. Marle [20]. 

f:S?—R? a pour image la fermeture Ü d’un ouvert U isomorphe à 
C qui (cf. [15]) a, après normalisation, la forme suivante: le point := (0, 1) 
(resp. —i=(0,1)) est l’image par f de la position d’équilibrie instable 
(resp. stable). le bord de U, AU, est constitué des images des mouve- 
ments stationnaires. l 


E 
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Soit M la sous-variété de T*S? obtenue en retirant de T*S? (identi- 
fié grâce au produit scalaire de R° à TS?) les couples (x, v) correspon- 
dant aux mouvements stationnaires et aux positions d’équilibres. Le fermé 
constitué par les mouvements stationnaires et la position d’équilibre stable 
est contractile sur cette dernière. Ainsi M a la type d’homotopie de 
T*S? privé de deux points, les vecteurs nuls aux points où S? rencon- 
tre l’axe vertical ascendant. En particulier r, M =0. Si on restreint f à 
M, f:M - U est une R.I.L. la variété de Poisson U étant la variété tri- 
viale (U, A=0). f est régulière au-dessus de l’ouvert U—{i}=U,. Soit 
P le réseau de f et % la partie régulière. Duistermaat et Cushmann [16] 
ont montré que la monodromie de % n’est pas nulle. % n’est pas un 
revêtement trivial de U,. 

@ contient un sous-faisceau régulier 27 ZdJ qui correspond aux ro- 
tation autour de l’axe vertical. Le rang de Z en y est donc toujours su- 
périeur ou égal à 1: le mouvement a toujours une période. Si y Zi, 
f7"(») est compact, Z est de rang 2 tandis que f !(i) = R?/Z est un 
cylindre. Les mouvements portés par f = !(i) sont les mouvements sur 
un grand cercle vertical de S? tendant asymptotiquement vers la posi- 
tion d’équilibre instable. Les mouvements voisins sur f (y), y £i, ont 
donc, quand y —i, perdu une période. 

On peut montrer que H?(U, Z)=0, qui ne résulte pas de la contrac- 
tilité de U, Z n’étant pas un revêtement de U. Il s’ensuit que la R.I.L. 
f:M - U est isomorphe, comme R.I.L. à T*U/% muni de la structure 
symplectique image de (T*U, — d\). On peut d’ailleurs dans ce cas con- 
struire explicitement une section C°s:U— M ce qui procure avec les 
notations du paragraphe 2 un isomorphisme global @, de M— U sur 
(T*U/Z, —B). [9] 


4. Le problème général du «moment»: Etude des morphismes de Poisson. 


L’étude précédente est un cas particulier de l’étude des morphismes 
de Poisson f d’une variété symplectique (M, o) dans une variété de Pois- 
son (T'o, A), elle même s’intégrant dans l’étude des T'-structures Pois- 
sonniennes [13]. La notion de morphisme de Poisson apparait également 
comme la généralisation de la notion de moment au sens de Souriau [23]: 
si G est un groupe d’action hamiltonienne sur une variété (M, o) c’est-à- 
dire un groupe dont tout les champs de Killing sont hamiltoniens, il exi- 
ste un morphisme de Poisson J:M— G*, le moment de G au sens de 
Souriau [23] (G* étant muni d’une structure de Poisson affine) tel que 
les champs de Killing ont pour hamiltonien (J, X) (XE€G). 
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En particulier, si M= T*G, les actions à droite et à gauche naturelles 
de G dans 7 *G fournissent deux moments « et 8 qui sont des submer- 
sion de Poisson de T*G sur G* muni respectivement de sa structure de 
Poisson canonique et de son opposé. Ce résultat constitue la théorème 
de Konstant-Kirillov-Souriau [23] dont on va donner une autre expres- 
sion à l’aide de la notion de groupoïde symplectique d‘Alan Weinstein 


(E24], (SD. 


Définition 4.1. [22] - Un groupoide de Lie est une variété (pas forcé- 
ment séparée) T' possédant une sous-variété séparée T', deux submer- 
sions œ et B de T' sur T,, et une multiplication m définie sur 
T,={(x, y)|a(x) = 

= B(y)| telle que: 


(D) m est C° de T', dans T'. 

(I) vx mx, œ(x)) = m(B(x), x) =x 

(ID) sé m(x, m(?, z)) ou m(mt{x, y), 2) est défini l’autre l’est et ils sont 
égaux, 

(IV) pour tout xeT' il existe x7!€T tel que 


mx x7)=B8@) mx,» =ax. 


Définition 4.2. [24], [5], [18] - Si l'est un groupoide de Lie, muni d’une 
structure symplectique 0, (T', o) est un groupoide symplectique si la gra- 
phe de la multiplication ={(x, x, y)|z=m(x, y)} est un sous-variété la- 
grangienne de —-TXTXT (où —T désigne T' muni de la structure 
symplectique opposée). 


Si (T', o) est un groupoïde symplectique, l, est une sous-variété la- 
grangienne de (T", o) et il existe sur l', une unique structure de Poisson 
À, pour laquelle & (resp. 8) est un morphisme (resp. un antimorsphi- 
sme) de Poisson [5], [24]. 

En fait ceci caractérise les groupoïdes symplectiques. 


Proposition 4.1 [5] - Soit (T', o) une variété symplectique (pas forcément 
séparée) T, une sous-variété lagrangienne séparée de (T', o), a et B deux 
submersions de T' sur T,, symplectiquement orthogonales et à fibres sé- 
parées. 

Si æ est complet, il existe une unique structure de groupoïde symplec- 
tique sur (T', o), d’unités T',, d'application source et but, respectivement, 
a et G. 
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La complétion signifie ceci: pour toute application ÿ:T,—R le 
champ hamiltonien de «*y, étant tangent aux B-fibres qui sont séparées, 
possède un flot. On dit que « est complet si, poour tout ÿ à support 
compact, le flot de æ*yÿ est complet. 


B 
Si on identifie G* à T*G, T*G = G* est un groupoïde symplectique 
œ 


dont la loi s’écrit, en utilisant l’isomorphisme, déduit des translations 
à gauche, T*G=GXG*, 


(1; F1) (g2, 2) = (gi 82; L2) 
si, =adé 


Le théorème de Kostant-Kirillov-Souriau s’énonce alors 


Théorème [23]. T*G = G* est un groupoiïde symplectique et la structure 
œ 


de Poisson induite par a sur G* est la structure standard. 


Ainsi pour la variété de Poisson G* on a pu construire un groupoïde 
symplectique dont G* est l’espace des unités. De ce point de vue le théo- 
rème précédent apparait comme la version covariante du troisième théo- 
rème de Lie. 


Si J:M— G* est un morphisme de Poisson de (M, o) supposée séparée 
sur G* munie de sa structure standard, et si J est complet, J est la mo- 
ment d’une action de G sur M qui peut d’ailleurs s’interpréter comme 
une action du groupoide T*G sur M. 


Ceci conduit aux deux problèmes suivants: 

1. Toute variété de Poisson est-elle l’espace des unités d’un groupoïde 
symplectique? 

2. Tout morphisme de Poisson J:(M, o) — (T';, A) peut-il s’interpréter 
comme lié à l’action d’un groupoïde symplectique? 


En fait la réponse à la première question est négative. Il n’y pas, en 
général, de groupoïde symplectique d’unités (T',, As) donné. On peut 
seulement affirmer l’existence d’un groupoïde symplectique local, c’est- 
à-dire d’une variété symplectique (T', o) et de deux submersions, « de 
Poisson, B anti-Poisson de l' sur la sous-variété lagrangienne l',, mais 
on ne peut assurer que æ est complet. La loi ne sera donc définie que 
pour des couples (x. y), tels que æ(x)=8(y), suffisamment voisins de 
lo [5] [24] [18]. 

Si l’on est dans la situation où il existe un groupoïde symplectique, 
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le feuilletage de Stefan J*C°(T,, R) a pour feuille des orbites de T° qui 
sont des quotients des fibrés principaux l'‘:œ 7! (4) —S, où S, est la feuil- 
le de ueT', si J est complet. 

La recherche d’obstruction à l’existence d’un groupoïde symplecti- 
que est une question délicate on peut toutefois la formaliser si (To, Ao) 
est une variétéde Poisson régulière. On note II, %° le groupoïde d’ho- 
motopie de (T,, 7” ) et on se limite à la recherche des groupoïdes @- 
connexes et æ-simplement connexes, (l', o). Si un tel groupoïde existe 
la propriété universelle de IT, 7 [22] assure alors que a et B se factori- 
sent à travers un unique application f:T — II, qui est une submersion 
surjective à fibres connexes et isotropes. II, % est d’autre part muni na- 
turellement d’une structure de Poisson À, [1] et f est une R.I.L. à la dif- 
férence près que II, n’est pas en général séparé. 

Ainsi, si (To, Ao) est une variété de Poisson régulière à groupoïde 
d’homotopie séparé, (To, À,) sera «intégrable» (i.e. pourra être consi- 
déré comme l’espace des unités d’un groupoïde symplectique) si et seu- 
lement si (1,7, À) possède une R.I.L. 

Par exemple si (To, A9) =S?XR 0,= 09(1 + y?) le groupoïde d’homo- 
topie est isomorphe à S2XS?XR muni de la structure de Poisson dont 
les feuilles symplectiques sont S2xS?xy, 5,=(-p# 00+p# ao) (1+ y?). 
Mais y — 1 + y? n’étant pas une submersion, il n’existe pas de R.I.L. de 
(S2XS2XR, 6) et a fortiori pas de groupoïde symplectique intégrant 
cette variété. 

Dans [12] des exemples de variétés (T,, A) n’admettant pas de R.I.L. 
mais intégrables (à la différence du cas précédent) sont données. Enfin 
on a en toute généralité le résultat suivant: 


Théorème 4.1. [8], [10] - Si (T';, A) est une variété de Poisson régulière 
dont le feuilletange S est une fibration principale localement triviale, 
e:l > Q, ef si pour tout ouvert trivalisant @ et assez petit U l’applica- 
tion y — [o,] de U dans le H°? à coefficient réel de la fibre type vérifie 
les hypothèses du théorème 2.5, alors (T, Ao) est intégrable. 
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Les solutions périodiques en mécanique analytique 


I. EKELAND 


Les remarques qui vont suivre constituent une vue très personnelle 
de ce qu’a été la mécanique analytique et du rôle qu’ont joué les solu- 
tions périodiques dans son développement. Ma vision est bien entendu 
très influencée par mes recherches personnelles depuis dix ans, et nul 
doute qu’un autre mathématicien ou qu’un historien ne puissent avoir 
un point de vue différent. 

Le titre de mon exposé recèle une pierre d’achoppement: qu’est-ce 
que la mécanique analytique? Disons qu’il s’agit de l’étude des problè- 
mes conservatifs (par opposition aux problèmes dissipatifs, où apparais- 
sent des frottements) de la mécanique des particules (par opposition à 
la mécanique des solides ou des fluides). Ces problèmes peuvent être for- 
malisés à l’aide d’équations différentielles ordinaires (par opposition aux 
équations aux dérivées partielles). 

Les solutions périodiques sont présentes dès la naissance du sujet. 
Après tout, la mècanique analytique a été inventée par Newton pour dé- 
duire les trois lois de Kepler d’une loi d’attraction simple. Ce qu’il mon- 
tre, c’est que l’équation du second ordre dans R: 


ÿ+V'(g)=0 
où le potentiel V est donné par: 


0 RE 


1g| 


conduit à des solutions g(f) qui sont 


| LS 
elliptiques si 5 q?+ V(q) <0 
3 ; LS 
paraboliques si : g*+V(g)=0 


ES 
hyperboliques si D US V(q) > 0 
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SE ; : 
La quantitè 7 q° + V(a) est l'énergie totale; elle est constante au cours 


du mouvement, ce qui nous permet justement de parler de problèmes 
conservatifs. 

La découverte de Newton, et plus encore la découverte de Kepler, con- 
stituent sans nul doute une des conquêtes majeures de l’esprit humain. 
Elles sont aussi le paradigme auquel toute la science, et dans une certai- 
ne mesure la philosophie et la culture, ont essayé de se conformer. En 
mécanique céleste particulièrement, les solution périodiques sont appa- 
rues comme une référence, une norme par rapport à laquelle les autres 
solutions doivent se situer. Comme elles ne sont pas toutes périodiques, 
loin de là, on dévleoppe la «théorie des perturbations» pour en rendre 
compte. Le choix du mot «perturbation» est révélateur, et témoigne du 
malaise des successeurs de Newton devant cette imperfection de la natu- 
re, qui refuse de se plier aux indications du maître. 

Dans un autre ouvrage [1] j’ai eu l’occasion d’analyser plus en détail 
l'influence du paradigme newtonien. Depuis, j’ai lu un article de Ruelle 
[2], qui pose la question: «Nos mathématiques sont-elles naturelles?». 
Il s’agit de savoir dans quelle mesure ces mathématiques que nous déve- 
loppons en apparence si librement sont en fait influencées par les condi- 
tions physiques de notre expérience. Je vous laisse le plaisir de lire l’article 
de Ruelle. Je dirai simplement que si, comme il est probable, il existe 
quelque part, sur une planète en mouvement apériodique autour d’une 
étoile triple, de petits hommes verts qui font des mathématiques, ils ne 
doivent pas connaître la mécanique analytique. 

Revenenons sur terre. Durant tout le dix-neuvième siècle, la recher- 
che des solutions périodiques est au coeur des progrès de la mécanique 
céleste. Lagrange lui-même apporte sa piere à l’édifice: il découvre que 
si trois corps sont placés aux sommets d’un triangle équilatéral, et si la 
masse de l’un est négligeable devant celle des deux autres, un mouve- 
ment de rotation global de l’ensemble est possible. Qui plus est, cette 
configuration est réalisée dans le ciel par le Soleil, Jupiter et deux grou- 
pes d’astéroides (les Grecs, courant derrière les Troyens). 

Les solutions de Lagrange, comme celles de Newton, sont explicite. 
C’est à Poincaré, dans [3] notamment, que revient l’honneur d’avoir mon- 
tré l’existence de solutions périodiques du problème des trois corps dans 
des cas où une résolution explicite n’était pas possible. Sa méthode com- 
bine deux techniques: 

— des développements asymptotiques en puissance d’un petit para- 
mètre (la masse du troisième corps) qui mesure l’écart à une situation 
connue (le problème de Kepler), 

— l’usage de coordonnées spéciales, dues à Delaunay ou à Poincaré 
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lui-même, qui tirent parti des intégrales premières pour réduire le nom- 
bre de variables indépendentes et simplifier la forme des équations. 

Ces techniques me paraissent d’inégale importance. Les développe- 
ments asymptotiques sont fondamentaux, non seulement pour la méca- 
nique céleste, mais pour toute la physique. Les méthodes que développe 
Poincaré (notamment celle de Lindstedt) sont maintenant classiques en 
mécanique des vibrations, pour étudier les oscillations anharmoniques 
(on dirait aujourd’hui non linéaires). Par contre, l’usage de coordon- 
nées spéciales, même s’il reste très populaire aujourd’hui, me paraît 
sujet à caution. En effet, il limite strictement les résultats aux perturba- 
tions du problème de Kepler. Par ailleurs, ces coordonnées dégénèrent 
en certains points, ce qui rend délicate l’obtention des résultats globaux. 

Poincaré avait sur les solutions périodiques un point de vue original. 
Il savait que le chaos était la règle, et la régularité l’exception. Si donc 
on s’attache à ces solutions périodiques, ce ne peut être que faute de 
mieux, et dans l’espoir que peut-être, en étudiant le système au voisina- 
ge d’une solution périodique, on aura une idée de sa complexité réelle. 

C’est ce point de vue qui triomphe dans le théorème KAM, du nom 
de Kolmogorov, Arnold et Moser. Il affirme l’existence, au voisinage 
de solutions périodiques elliptiques, de tores invariants occupant une par- 
tie non négligeable de l’espace de phases. 

Les retombées du théorème KAM sont très importantes. D’une part, 
il met à mal l’hypothèse ergodique de Birkhoff, en montrant l’existence 
de régions qui piègent toute l’évolution future du système. Dautre part, 
il résout le problème de la stabilité des systèmes à deux degrés de liberté, 
et permet de mieux comprendre comment des système à r > 3 degrés 
de liberté pourraient être instables tout en étant stables à toutes les ap- 
proximations («diffusion d’Arnold»). La tore invariant, plutôt que la 
trajectoire périodique, apparaît donc comme un nouveau paradigme, mais 
sa portée réelle n’est pas encore apparente. Il n’a pour l’instant été dé- 
celé que dans des régions très précises, alors que le trajectoires périodi- 
ques sont présentes partout. 

Une analyse complète, due à Aubry [4] et Mather [5], dans le cas des 
systèmes à deux degrés de liberté, tendrait à prouver que le véritable pa- 
radigme n’est pas le tore, mais un objet plus complexe, basé sur l’en- 
semble de Cantor, et baptisé pour cette raison un «cantore». Malheu- 
reusement, les cantores n’ont pas été décelés dans les systèmes à nr > 2 
degrés de liberté. On en est là aujourd’hui, tores et cantores apparais- 
sant comme les derniers avatars de la méthode des perturbations. 

Il nous reste à parler des méthodes globales. Elles sont tout aussi vé- 
nérables, puisqu’eles remontent au principe de moindre action, géné- 
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ralement attribué à Fermat. Il consiste à dire que les solutions du problème 
ÿ+V'(g)=0 
g(0)=g(T) 
sont exactement les solutions du problème 
’(g)=0 
qeE 
où ®(q) est l’intégrale d’action: 


FRA 
s@= | é- ra) dt 


o 
et E est un espace de courbes fermées: 
E={qeC(R/TZ; R’)|geL? 

Un erreur traditionnelle est de considérer qu’il faut minimiser la fonc- 
tion æ (d’où le nom de principe de moindre action). C’est grossièrement 
faux, comme on peut s’en convaincre en considérant l’oscillateur har- 
monique 

ÿ+gqg=0 
g(0)=g(27) 


associé à la fonctionnelle 


27 1 1 
æ(g)= | Da-rel dt. 
suutl# 2 
On a inf = — œ et sup = + oc. Il est donc hors de question de ma- 
ximiser ou de minimiser. 
Ce phénomène est général, et c’est la raison pour laquelle, histori- 
quement, on ne s’est pas servi de la formulation variationnelle pour éta- 
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blir l’existence de solutions périodiques. Les méthodes classiques du calcul 
des variations sont des méthodes de minimisation (ou de maximisation). 
Elles ne s’appliquent pas à des problèmes de ce type, où il faut chercher 
un point critique (en langage classique, une extrémale) qui n’est ni un 
maximum, ni un minimum). 

La difficulté se présente de manière différente pour les problèmes de 
mécanique céleste. Pour un potentiel newtonien, où V{(g)= —k/|g|, l’in- 
tégrale d’action s’écrit 


ne k 
co-| [été 


oO 


et elle est visiblement positive. On montre que 
inf ? =0 


(prendre une suite de courbes constantes, g,(f)= ag, avec lg, ll — o ), 
mais cette borne inférieure n’est pas atteinte (on ne saurait avoir ?(g)=0), 
ce qui n’arrange pas davantage nos affaires. Là encore, les solutions pé- 
riodiques ne minimisent pas l’intégrale d’action sur E. 

De nouveau, il faut rendre hommage à Poncaré, qui le premier [6] 
montre l’existence d’une infinité de solutions périodiques pour des po- 
tentiels en 1/|g|*, avec & > 2, en minimisant l’intégrale d’action non sur 
E tout entier, mais sur une classe de courbes appropriées. Il considère 
le problème plan, et les courbes tournant p fois (p étant donné a priori) 
autour de l’origine. À cause de la condition æ > 2, on a D(x,) — + oo 
si min x,(f)ll — 0, si bien que ces courbes ne peuvent rompre l’enlace- 
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ment. En minimisant ® parmi cette classe on trouve une solution pério- 
dique, donc une pour chaque valeur de peN. Ce genre de méthodes, après 
être tombé dans l’oubli, a été repris par Gordon [7], puis a connu une 
flambée d’intérêt ces dernières années grâce notamment aux résultas de 
l'ecole italienne [8]. 

Mais le véritable auteur de la renaissance des méthodes variationnel- 
les est Rabinowitz [9] qui démontre en 1978 que si le Hamiltonien 
H:R?”"-R est surquadratique au sens suivant: 


da >2:vxeR?”, (x, H'(X)zaH(x) 


H(x) > H(0)=0 vxeR?’ 
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alors le problème 4 période fixée 


x=JH"(» 


X(0)=x(T) 


a une solution non constante pour tout choix de T > 0. Ici Je L(R?") 
désigne l’opérateur 


Par la même occasion, Rabinowitz soulève la question de savoir quelle 
est la période minimale de la solution ainsi trouvée, T ou une fraction 
T/Kk, ke N? Cette question fut finalement résolue par Ekeland et Hofer 
[10], toujours par des méthodes variationnelles. Les mêmes méthodes, 
appliquées à des Hamiltoniens Æ(f, x), T-périodiques en f, permettent 
de montrer l’existence de sous-harmoniques, c’est-à-dire de solutions de 
Xx=JH'(x,t) dont la période est un multiple de 7 [11]. 

Mais l’un des acquis les plus importants du résultat de Rabinowitz 
est qu’il permet de traiter le problème à énergie fixée. cette fois, on se 
donne le niveau d’énergie h, et on cherche une solution périodique de 
X=JH'(x) sur le niveau H(x)=h, la période h étant considérée com- 
me inconnue. Le problème s’écrit 


X=JH"(x) 
(1) H(x=h 
X(0)=x(T) 


et on se convainc assez vite qu’il est de nature géométrique, c’est-à-dire 
qu’il ne dépend que de l’hypersurface S C R?" d’équation 


S={x| H)=h). 
En effet, si l’on suppose A” (x) < 0 pour tout xEeS, on peut écrire 


H'(=X\n, (x, où n,(x) est un vecteur normal unitaire à S au point 
x, et À:S — ]0,+o1[ une fonction continue. Il est alors aisé de voir que 
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les problèmes (1) et 


ÿ=Jns(y) 
(1) Jy(O)ES 
y(0)=y(6) 


ont les mêmes solutions, à une reparamétrisation du temps {= f (0) près. 
Les trajectoires de y =Jn,(x) sont les courbes caractéristiques de S, et 
le problème (2) est donc la recherche des caractéristiques fermées de S. 
C’est bien un problème géométrique, et le théorème de Rabinowitz a la 
conséquence suivante: toute hypersurface S C R°", bordant une partie 
étoilé, porte une caractéristique fermée au moins. 

Ce résultat pose immédiatement d’autres problèmes: stabilité, multi- 
plicité. On renvoie à l’ouvrage [12] pour la résolution (partielle) de ces 
problèmes dans le cas où S borde une partie convexe. Mais surtout, il 
conduit à s’interroger sur le rôle exact de l’hypothèse «étoilé». Elle est 
contre nature, car elle n’est par symplectiquement invariante, si bien que 
peu de temps après la parution du résultat de Rabinowitz, Weinstein con- 
jecture que si une hypersurface S C R?" est de contact, elle porte une 
caractéristique fermée. Les hypersurfaces de contact forment une classe 
vaste (et symplectiquement invariante), qui contient notamment le cas 
étoilé. 

Voici deux ans, Viterbo [13] a démontré la conjecture de Weinstein. 
La question reste ouverte de savoir si toute hypersurface compacte de 
R?" porte une caractéristique fermée. Mais d’ores et déjà le résultat de 
Viterbo a eu de grandes conséquences, la plus importante étant sans doute 
la découverte des capacité symplectiques par Ekeland et Hofer [14]. 

On notera w la 2-forme sur R?" définie par w(x, y)=(Jx, y). Une ap- 
plication 9 € C'(R?", R?") est symplectique si elle préserve w, c’est-à-dire 
si o*w=w. Une capacité symplectique est une application 
c: P(R?") — [0,00) U {+ œ) qui vérifie; 


(i) c(aA)=oc(A) Va>0 VACR? 
(ii) c(pg(A))=c(A) veeC' symplectique 
(iii) ACB=c(A)<c(B) 


plus une condition de normalisation (on imposera par exemple que la 
capacité de la boule-unité soit égale à x). 
Le premier à avoir construit une capacité symplectique est Gromov. 
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Sa construction repose sur la considération de toutes les structures pseudo- 
complexes sur R?", et des disques holomorphes sur chacune d’elles. Il 
en déduit un résultat superbe: pour plonger symplectiquement la boule 


CT D G?+ai) <r] 


i=1 


dans le cylindre 
((, g)| pi + qf < R°) 


il faut que Rzr. 

La contribution de Ekeland et Hofer est double. D’une part, ils con- 
struisent, non pas une, mais une suite infinie de capacités symplectiques 
distinctes. D’autre part, ils montrent que chacune d’elles peut être réali- 
sée par une caractéristique fermée portée par le bord (à condition toute- 
fois que ce bord soit une hypersurface de contact). En d’autres termes, 
si Q est un ouvert borné dont le bord 9@ est de contact, il existera sur 
9Q une caractéristique fermée x(f) telle que c(Q) soit égale à l’intégrale 
d’action le long de cette caractéristique: 


c@)=Ÿ (Ux ddr. 


Nous avons donc à notre disposition toute une famille d’invariants 
symplectiques d’un type nouveau, puisqu'ils sont le dimension 2 (con- 
dition (i)) et monotones (condition (ii)). Ils ont complètement renouvelé 
la géométrie symplectique, et permettent d’envisager la création d’une 
nouvelle discipline: la topologie symplectique. 

La boucle est donc bouclée. Les solutions périodiques étaient présen- 
tes dès les fondements de la mécanique analytique. Celle-ci a donné nais- 
sance à une discipline nouvelle, la géométrie symplectique, où il semblait 
que les solutions périodiques ne joueraient qu’un rôle mineur. Mais les 
voici au point de départ d’un développement nouveau, dont l’ampleur 
ne peut encore être soupçonnée. 
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Hypersymplectic quotients 


N.J. HITCHIN 


1. Introduction 


The concept of reduced phase space in Lagrangian mechanics is a very 
important one. In its geometrical form it is now known as the Marsden- 
Weinstein symplectic quotient construction: given a Lie group G acting 
freely and symplectically on a symplectic manifold M with momentum 
map y, then u !(0)/G is again a symplectic manifold. In recent years 
a number of integrable Hamiltonian systems have been related to the 
existence of more than one symplectic structure on the phase space, gi- 
ving the possibility of more than one momentum map. In this lecture we 
shall consider a class of such manifolds which we call hypersymplectic, 
and study the analogue of the quotient construction for these. 

A hypersymplectic manifold M is a manifold of dimension 4k which 
possesses three symplectic forms w,, w, and w, which satisfy certain al- 
gebraic identities. These identities are equivalent to saying that the tan- 
gent bundle to the manifold splits as a direct sum of two copies of a 
vector bundle E of rank 24 with a non-degenerate skew-form w: 


T=E@E. 
The three symplectic forms are then defined by 
&(X, X')+&(Y, Y') w(X, X’)—w(Y, Y') 
and @(X, Y')—-w(X”", Ÿ) 
where (X, Y), (X’, Y')EE@E. 
If a Lie group G acts on M preserving the three forms, then we ob- 
tain fhree momentum maps y, > and y. 


One reason for looking at such manifolds is that a number of impor- 
tant non-linear differential equations may be rephrased in the form 


di 9 = 2 Q) = 13 (x) = 0 


for a suitable infinite-dimensional hypersymplectic manifold [H1]. 
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Amongst these are the equation for a harmonic map of a Riemann sur- 
- face to a compact Lie group and, due to recent work of L. Mason and 
G. Sparling, the KdV equation and non-linear Schrôdinger equation. The 
common point of view here is to consider dimensional reductions of the 
self-dual Yang-Mills equations in R‘ with signature (2,2). These equa- 
tions too admit a momentum map interpretation. 

An analogous situation — the theory of hyperkahler manifolds — 
has yielded a momentum map formalism for a parallel set of equations, 
including the self-dual Yang-Mills equations on R* with positive defi- 
nite metric, the Bogomolny equations on R° and at the other extreme 
the Euler equations for a spinning top. Solutions to these equations can 
again be formulated as the zero set of a momentum map and the quo- 
tient of this by the appropriate group (usually a group of gauge tran- 
sformations) is the moduli space of solutions. A version of the 
Marsden-Weinstein quotient adapted to the hyperkähler situation [HKLR] 
then shows that these moduli spaces have naturally induced hyperkäh- 
ler metrics [AH]. 

Passing back to the hypersymplectic theory, we might expect a simi- 
lar result to hold, and in particular that the space of harmonic maps 
from a Riemann surface to a Lie group (modulo isometries of the target 
space) should have an induced hypersymplectic structure. Existence and 
structure results on solutions to these equations are known and prelimi- 
nary studies have been made of the topology of the space of solutions 
(see [EL]). Knowledge of the natural differential geometry of this space 
would be valuable extra information and this was the prime motivation 
for the author in pursuing the theory of quotients in hypersymplectic 
geometry. Unfortunately, as we shall see, the hypersymplectic quotient 
(when it is a manifold) possesses three closed two forms but they may 
be degenerate, and in the geometrically and physically important case 
of harmonic maps are indeed so. 

Despite this fact, the structure of the hypersymplectic quotient gives 
a shape to the method of solution of the equations, and in particular 
the equation for harmonic sections of flat S° bundles over a torus pro- 
duced by the author in [H2]. There the distinguished family of harmo- 
nic maps (sections of the trivial flat bundle) appear as a leaf of the 
foliation of a hypersymplectic quotient by degeneracy subspaces of sym- 
plectic forms. It is possible that such a viewpoint may even suggest me- 
thods of solution for the as yet unsolved problem of maps of surfaces 
of higher genus into Lie groups. 
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2. Hyperkähler and hypersymplectic manifolds 


Both hyperkähler and hypersymplectic structures may be viewed as 
structures superimposed on a complex symplectic manifold, which is sim- 
ply a symplectic manifold in the holomorphic category. We begin, then, 
with a complex manifold M of complex dimension 24 (real dimension 
4k) and given a non-degenerate closed holomorphic 2-form w. Such a 
manifold can already be considered as a real symplectic manifold with 
two symplectic structures, namely the real and imaginary parts of the 
form «. 

In differential geometric terms, the frame bundle of the tangent bun- 
dle of a complex symplectic manifold has a reduction to the group 
Sp(2k, C) — the group of invertible linear transformations of C?{ pre- 
serving a non-degenerate skew form. This group, like any complex sim- 
ple Lie group, has two distinguished real forms — the compact real form 
Sp(&) and the split real form Sp(2K, R). (Here our notation is that Sp(K) 
is the group of unitary quaternionic 4 x £ matrices and Sp(2K, R) the 
group of invertible real 24x24 matrices preserving a non-degenerate 
skew form). These two groups may be used to define the two similar 
concepts of hyperkähler and hypersymplectic manifolds. 


Definition (2.1) - A complex symplectic manifold M%* is hyperkähler if 
it has a torsion-free Sp(k)-connection. 


Remarks - Since Sp(&) is compact, hyperkähler geometry forms part of 
Riemannian geometry, and has been recognized as such since the group 
appeared in Berger’s list of possible irreducible holonomy groups. The 
nomenclature, due to Calabi, reflects another aspect of the theory: sin- 
ce Sp(k) < U(2Kk), a hyperkähler manifold is a kähler manifold (no sur- 
prise here!) with kähler form w,. What is perhaps more surprising is the 
fact that the real and imaginary parts w, and w, of the holomorphic 
symplectic form w are also kähler forms for complex structures J and 
K. Furthermore the original complex structure 7 generates with J and 
K an action of the algebra of quaternions on the tangent bundle. In other 
words we have the algebraïic identities 


P=-1 J?=-1 K?=-] 
IJ= -JI=K 
JK=-KJ=I 
KI=-IK=J 


(2.2) 
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This is the justification for the name hyperkähler: the underlying metric 
is kählerian with respect to several complex structures. In vector bundle 
terms the action of the quaternions tells us that the complexified tan- 
gent bundle can be written as a tensor product E @ C? where E and the 
trivial bundle C? have complex skew forms defined on them. 

We may regard hyperkähler manifolds from the point of view of Rie- 
mannian geometry and kähler geometry, but more importantly also from 
the point of view of symplectic geometry. Here a convenient starting point 
is to note that the group Sp(&) is precisely the stabilizer of the three forms 
w,, w, and w, at each point of M. Thus the algebraic identities (2.2) are 
equivalent to the statement that the group whose tangent action leaves 
fixed each w; is conjugate to Sp(&). A relatively simple lemma [HKLR] 
shows that the condition that w,, w, w, are closed is equivalent to the 
existence of a torsion-free Sp(k)-connection. In this way we can certainly 
view hyperkähler geometry as a branch of symplectic geometry. 

Let us move on now to the less familiar case of hypersymplectic geo- 
metry. We formulate the definition in a similar way to (2.1). 


Definition (2.3) - A complex symplectic manifold M is hypersymplec- 
tic if it has a torsion-free Sp(2k, R) connection. 


Remarks - Since Sp(2K, R) is non-compact we are no longer in the realm 
of Riemannian geometry. However, through its action on R“, Sp(2K, R) 
appears as a subgroup of SO(2k, 2k) so we are dealing with pseudo- 
riemannian geometry. We are in fact considering pseudo-kähler geome- 
try since Sp(2k, R) < U(k, k) and the indefinite pseudo-kähler form de- 
fined by this inclusion gives us, together with the real and imaginary parts 
of the holomorphic form w, three symplectic forms w,, w, w3. Now, 
though the forms are symplectic, they are not kählerian. 

If we consider the tangent bundle of M with complex structure Z, then 
the reduction of the structure group from Sp(2k, ©) to Sp(2k, R) is ac- 
complished by a real structure: an antilinear involution 7 on the tan- 
gent bundle. If we put S= 77= —IT, then we have endomorphisms S, 
T, I of the tangent bundle which satisfy the algebraic identities: 


Sad Tel mu 


ST=-TS= -1] 
(2.4) 

TI= —-IT=S 

IS= —SI=T 
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These operations generate the algebra of 2X2 real matrices acting on 
the tangent bundle of a hypersymplectic manifold. The action tells us 
that the tangent bundle may be written as E@ R? where E is a real vec- 
tor bundle with a skew form. 

Just as we viewed hyperkähler geometry as a branch of symplectic 
geometry by characterising Sp(k) as the stabilizer of three forms and 
the existence of a hyperkähler structure as the property that the forms 
were closed, so we may do the same with hypersymplectic geometry, re- 
placing the algebraic identities (2.4) by the statement that Sp(2K, R) sta- 
bilizes the three symplectic forms. 

One final aspect of these two types of structure is the relevance of 
Penrose’s twistor theory. This is dealt with in the hyperkähler situation 
in [HKLR]. For our hypersymplectic structures we may remark from 
(2.4) that 


(2.5) (cosô S+sin@ T)?=1 


so for each point of the unit circle we obtain an involution on the tan- 
gent bundle whose eigenspaces split the tangent bundle as E@ E. Fur- 
thermore, the fact that the Sp(2K, R) structure is torsion-free means that 
each of these subbundles is integrable and defines a foliation of M by 
real symplectic manifolds of dimension 24. Choosing the + 1 eigenspa- 
ce we get locally a (24 + 1)-dimensional family of submanifolds, by let- 
ting e" vary on the circle. This is a real version of the Penrose twistor 
space. Indeed a hypersymplectic 4-manifold is just a self-dual Einstein 
metric of signature (2,2). 


3. Hyperkähler and hypersymplectic quotients 


Let us recall first the usual quotient construction in symplectic geo- 
metry. If (M, «) is a symplectic manifold with an action of a Lie group 
G by symplectic diffeomorphisms, then for each vector field X genera- 
ted by G, we have a Hamiltonian function f,:M —R defined by 


i(X)w=dfx 
(at least if H'(M; R)=0). 
Putting together all the vector fields corresponding to elements of the 
Lie algebra pr WE obtain a map 


uM> * 
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which, if the constant ambiguity in the choice of f, for each X can be 
adjusted to make it equivariant, is called a momentum map. 

Under these circumstances, if the group G acts freely, then u (0) is 
a submanifold of M of codimension dim G and the orbits of G foliate 
M by submanifolds on which the restricted symplectic form w is dege- 
nerate. 

The quotient manifold u-!(0)/G (assuming the space of orbits is 
Hausdorff) then acquires a symplectic structure — the Marsden-Weinstein 
quotient. 

Consider now a hyperkähler manifold M with symplectic forms «, 
w, and w;, and a free action of a Lie group G, preserving the forms. We 
then obtain three momentum maps u,, w, u or alternatively a vector- 
valued momentum map: 


(3.1) u:M> 7 QR* 


Similarly, for a hypersymplectic manifold we also obtain a vector-valued 
momentum map. 

In the hyperkähler case, under certain general hypotheses [HKLR, 
H1], the space u !(0)/G acquires in a natural way a hyperkähler struc- 
ture — the hyperkähler quotient construction. We shall first see how 
this works and then consider what may go wrong in the hypersymplec- 
tic case. 

One approach is to think first of all of a hyperkähler or hypersym- 
plectic manifold as a complex manifold (according to (2.1) and (2.3)). 
If the group of diffeomorphisms preserves the symplectic forms, it also 
preserves the complex structure 7 and so acts holomorphically. It is con- 
venient to think of this as a local action of a complex group G° preser- 
ving the holomorphic symplectic form and a subgroup G consisting of 
the group preserving the third symplectic form. This will be a real form 
of G°. 

The G° action generates its own holomorphic map which is essen- 
tially 


G2D m=mt+inM> pt ®C. 


Thus y; (0) =; (0) Nu (0) is a complex submanifold of M with a 
holomorphic 2-form, w;,+iw, degenerate on the G‘-orbits. For a 
hyperkähler manifold, the third symplectic form w, is a kähler form on 
M and so restricts to a kähler form on the complex submanifold y, 1(0). 
Hence y; (0) is a symplectic manifold with a symplectic action of the 
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group G, and momentum map 
(3.3) btle (0) > g*. 


The Marsden-Weiïnstein quotient of this symplectic manifold is then 


3 
m0 Nue 0/G= ( (0/6 


i=1 


which inherits both the symplectic form w;, and the holomorphic sym- 
plectic form w, + iw, and is a hyperkähler manifold — the hyperkähler 
quotient. 

What possible difference is there when we attempt the same construc- 
tion for a hypersymplectic manifold? We still have the complex momen- 
tum map (3.2) and can form the complex submanifold y; (0). We 
restrict the third symplectic form w, to this submanifold. from the al- 
gebraic identities (2.4), it is a closed 2-form of type (1,1). However, it 
is no longer a positive form, so we cannot guarantee its nondegeneracy 
— it may not be symplectic. 

To see what happens, consider the submanifold N=yx (0) of the 
vector-valued momentum map for a hypersymplectic manifold, (assu- 
ming that O is a regular value of y). We wish to find the degeneracy 
subspace of the form w, restricted to N, in other word the integrable 
distribution 


(3.4) ker w,={Y tangent to N|i(Y)w,;=0 on N. 
On the hypersymplectic manifold M, this condition means 
i(P)03 espan (du, ds dus) 


i.e. if X, (1 <a < m) is a basis for the vector fields generated by 2 
then 


(3:31 i(Y)w; = La, dui + b,duÿ + c,duf. 

Using the indefinite inner product g on M, with respect to which 
w(X, P=g(SX, Y); w,(X, Y)=g(TX, Y) and w;(X, Y)=g(1X, Y), 
(3.5) implies 

(3.6) IY=La SX, +b,TX, + C, IX. 
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Now Y is tangent to N, so duf(Y)=0 for 1<i<3, 1<B<m i.e. 
w;(Xs, Y)=0. Applying duf to (3.6) gives 

g(SXs, IY)= La, g(SXs, SX) + bg (SX TX a) + C8 (SX 8; IX) 
of equivalently, using (2.4) 


at TX Y)=£Ea,g(X;; X,) — D,gUX3; XD) = CEUTX;, X,) 


ii duÿ(Y) = La,g(Xs, X,) T} b,duf(X.) Cr c,duf(X,). 
But Y and X, are tangent to w !(0), so we obtain 
(3.7) Lag(Xy X)=0 (1 <B< M). 


Thus, if we denote by the foliation of u7"(0) by orbits of G, 


(3.8) LAXESITT, 

Similarly applying duf to (3.6) gives 
EDLALE ST. 

Hence, from (3.6) 
Y=-La,TX,+ELb,SX,+ECc.X,. 

In other words, 

(3.9) ker w3= TS N S:)+S(SN Z°)+L. 

Similarly, we obtain 


ker w,=1(S N S')+T(LSN Z*)+ SF 


GA10  Lerw=S(S N F+I( LE F:)+ 


Clearly, if ZN S'=0 in uw "(0), then w,, w, w, Will define non- 
degenerate forms on the quotient u=(0)/ G and, as in the hyperkähler 
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case, we will obtain a quotient construction. To see that the degenerate 
case above actually occurs in practice, we consider next an infinite- 
dimensional context for hypersymplectic momentum maps — the theo- 
ry of harmonic maps of surfaces to a Lie group. 


4. Harmonic maps 


Let Z be a compact Riemann surface and X a compact Lie group with 
a bi-invariant metric B. If Pis a principal K bundle over Z, we let 
be the space of all connections on P. Then _c7 is an infinite-dimensional 
affine space with group of translations Q'(£; ad P) where ad P deno- 
tes the vector bundle associated to P by the adjoint representation. Lo- 
cally, this means that the difference between two connections d,, and 
d4, is a Lie algebra-valued 1-form. Acting on Z is the group G of 
gauge transformations, automorphisms of P which cover the identity 
on :. 

The space of connections .7 is actually a symplectic manifold, with 
symplectic form 


(4.1) w(æ, B)= | B(œAB) 


£ 


for tangent vectors æ, BEQ! (ZE; ad P). 

The group G of gauge transformations acts on .27 preserving the 
symplectic form. Its Lie algebra is Q°(£; ad P) and its momentum map 
is the curvature (see [AB]): 


u: Q > 7*=0(E; ad P) 
u(A)=F,=curvature of À. 


The Hodge *-operator on Q! determined by the conformal structure on 
£ acts also on Q'!(£; ad P) and makes 7 into a complex manifold. 
From this point of view we think of _27 as the space of Cauchy-Riemann 
operators 


di :N°(E; ad P@C) 0°! (E;ad PQ OC) 


with tangent space the complex vector space Q%!(£; ad PQ C). The 
Cauchy-Riemann operator is obtained from the connection by taking 
the (0,1) component of the covariant derivative. 


